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Aplikace nerovnosti a CLV

Uloha 1 (Posta)
Na posté v Jindfisské v pruméru za den zpracuji 10 000 dopist denné. (Tj. stfedn{ hodnota je 10 000.)

a) Co nam Markovova nerovnost iikéd o pravdépodobnosti, Ze zitra bude posté muset zpracovat aspon 15 tisic
dopisu?

b) Piedpokladejme navic, ze rozptyl o = 2000. Co nam fiké Cebysevova nerovnost o pravdépodobnosti toho,
ze posta bude muset zitra zvladnout mezi 8000 a 12000 dopisy?

¢) Muzeme néjak pouzit Cebysevovu nerovnost k tomu, abychom urcili pravdépodobnost toho, ze posta bude
muset zitra zpracovat aspon 15 tisic dopisu?

Reseni a) (Pozor na piedpoklady!) P[X > 15000] < % =2/3

b) P[8000 < X < 12000] = P[-2000 < X — 10000 < 2000] = P[|X — 10000| < 2000]. Z Cebygeva,

P[] X — 10000] > 2000] < = 5=, tedy hledan4 pravdépodobnost je 1 — 5=

o
20002 ~ 2000’ 2000 "

¢) Ano: P[X > 15000] = P[X — 10000 > 5000] < P[X — 10000 > 5000 nebo X — 10000 < —5000] =

2000 1
P[|X —10000[ > 5000] < =556z = 15505 -

Uloha 2 (Statistika vysky)

Statistik chce odhadnout prumérnou vysku h (v metrech) lidi v néjaké populaci, pomoci n nezavislych vzorku
X4, ..., X, které vybirame uniformné nahodné ze vSech moznych lidi. Pro odhad pouZzije vybérovy prumeér
Sn = (X1 4+ -+ 4+ X,,)/n. Odhaduje, ze smérodatnd odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

a) Jak velké n ma volit, aby smérodatnd odchylka S,, byla nejvyse 1 cm?

b) Pro jaké n zajisti Cebysevova nerovnost, ze pravdépodobnost, Ze S,, se lisf od h nejvyse o 5 cm s pravdépodobnosti
alespon 99 %?

Reseni
(Vsechno pocitdme v cm.)
a) X; nezdvislé, tedy rozptyl souctu je soucet rozptylu, vyndsobeni konstantou znamend, ze je to druhd
n n
mocnina konstanty rozptylu, tedy var(S,) = Svar(> X;) = & > var(X;) = 21002 = 10000 teqy
i=1 i=1

nZ
chceme n > 10000.

b) Méme tedy dle Cebyseva P(|S,, — h| > %) < 4. Polozime-li 100a/y/n = 5, méme a = 2—‘/67, a tedy

1/a® = 400/n, coz chceme rovno 0.01, a tedy n = 40000.

Uloha 3 (Rozdil poétu hodi minci)
Ozna¢me S = Zzozo (120). Oznatme dale X = lei(i X;, kde X; je £1 s pravdépodobnosti 1/2 a veli¢iny X;,

.., X, jsou nezavislé.

a) Spocitejte P(X = k) pro kazdé k.
b) Vyjadrete S pomoci pravdépodobnosti vhodného vyroku o X.
c¢) Pouzijte Cebysevovu nerovnost a CLV na odhad této pravdépodobnosti.
d) Vyéislete S vhodnym softwarem a srovnejte.

Reseni a) Pro k € 2Z N [-100,100] : (tj. k = 2¢,—50 < ¢ < 50) P[X = 2k — 50] = ("}°) 5.

b) S =219. P[X < —40]
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c) Protoze evidentné E[X] =0, var(X) =4-100- 5 - 5 = 100 (bo S ~ 2Bin(100,1/2) — 100), P[X < —40] <
)

P[|X]| > 40] < -, podle CLV, mdme E[X;] = 0, var(X 4p(1 — p) = 1, kdyz budeme mit jednotlivé
samply X1,..., X, zajimd nds P[> X; < —40] = P| 10 < —4] = ®(—4) (feknéme, ze 100 je dost velké)
d) TODO

Uloha 4 (Poéitén{ obsahu kruhu nghodnym samplovénim)
Vygenerujeme ndhodny bod v jednotkovém ¢tverci (obé souradnice budou mit rozdéleni U(0,1)). Oznacime X;
indikator jevu ,i-ty bod lezi ve vepsaném kruhu“.

a) Urcete E(X;), var(X;).

b) Polozte S,, = (X1 + --- + X,,)/n. Urcete E(S,,) a var(S,,).

¢) Vsimnéte si, 7e lze pocitat S, z S,,_1, X, a n (niz8f ndroky na pamét).
)

d) Pro jaké n cekate, ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dveé, tii, ... 7

Reseni a) X; ~ Bern(n/4) ~ E[X;] = 7/4,var(X;) = (7/4)(1 — 7 /4)
b) E[S,] = 7/4 z linearity, z nezavislost var(S,) = 2 - (3 var(X;)) = M

¢) Sp=((n—1)Sn_1 + X,)/n
d) TODO

Spojité vektory

Uloha 5 (Rozlomit do trojithelnika)

Metrovy klacek rozlomime na tfi kusy jednim z niZze popsanych zpusobu. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka je
pravdépodobnost, ze ze ziskanych tif kusa jde sestavit trojihelnik. (Ndpovéda: napfed si rozmyslete, kdy jsou
tfi kladna ¢isla se souc¢tem 1 stranami néjakého trojihelniku.)

a) Vybereme uniformné ngdhodné dva body zlomu.

b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s kusem klacku v pravé ruce.

¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s vétsim kusem klacku.
Reseni
Méame X +Y + Z = 1, potiebujeme trojihelnikovou nerovnost: X +Y > Z, X +Z > Y, Y + Z > X, specidlné
tedy musi platit 1 — X > X, a tedy X < 1/2, pro oba dalsi analogicky.

a) Problém je, kdyz se oba fezy trefi do stejné poloviny, nebo kdyz vzdalenost mezi fezy je aspon 1/2: tedy
PIAl=1-(1/4+1/4+1/4) = 1/4 — alternativné se d4 nakreslit prostor dany X,Y, a pfipady odpovidaji
Gastem prostoru.

b) 1/2 fl//; . T dydr =log(2) — 1/2 ~ 0.193 (tj.  musf byt maximélné 1/2, a y mus{ byt aspon 1/2 — z,
aby z nebylo velké, a zaroven musi byt maximélné 1/2).
c) f1/2 fl//; . T 2 dydx = 2(log(2) — 1/2) (hustota je dvojndsobnd, protoze x,1 — z odpovidaji témuz; al-

ternativné jde fict, ze nejdifve vezmeme uniformné hodnotu z intervalu [0,1/2] jako tu mensi, a potom
pracujeme se zbytkem ”jakoby v pravé ruce”).

Tahak
e Markovova nerovnost: P(X > a) <E(X)/a pro X >0, a > 0.

e Cebysevova nerovnost: P(|X — u| > ao) < 1/a® pro u = E(X), 02 = var(X).

. 7’2
e Cernovova nerovnost: P(X > t) = P(X < —t) < e3e7 pro X = Xi,...,X,, kde vSechna X; = +1 jsou
nn.v. a o2 = var(X).



o (Centrdlnd limitni véta: Pro X1, Xo, ... stejné rozdélené n.v. s konetnym p a o, Y, = Xt Xn o )t

ovn
Y, % 3.

e Na pocitdni ®(x): https://t.1ly/JRQ2
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Uloha 1 (Mince)

Méme minci, na které padne orel s pravdépodobnosti 1/10. Hodime s ni 200x. PouZijte Markovovu nerovnost
abyste shora odhadli pravdépodobnost, ze na minci padne aspon 120x orel.

Pak tento odhad vylepsete pomoci Cebyseva.
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