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Konvoluce

Uloha 1 (Séitdme nahodné veliciny)
Budte X,Y, Z ~ Exp()) nezdvislé nahodné veli¢iny.

a) Jaké je rozdéleni X + Y7
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

Reseni a) fx,y(z) = ffooo Fx(x)Fy(z — z)dr = foz Ae A\ AE—B) dgp = \2em A7 foz eA=Nzdy = N2z~ 22
b) TODO

Uloha 2 (Souéet podruhé)
Budte X,Y,Z ~ U(0,1) nezdvislé ndhodné veliciny.

a) Jaké je rozdéleni X 4+ Y7 Urcete hustotu — jak podle konvoluéniho vzorce, tak ,podle obrazku.
b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7 Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na intervalu [0, 1].

c¢) Jak vysledek ovéfit samplovanim? (Proved'te rychly experiment, napt. v Pythonu, nebo jen popiste, co
byste délali.)

Reseni a) evidentné 0 mimo [0,2], pro z € [0,1] : [7 fx()Fy(z — t)dt = [Jldw = z, pro =z € [1,2];
S IxOFy (z = t)dt = [7 lde =22

b) Zase konvoluce po édstech, mimo [0, 3] evidentné 0, na [0,1] : fxiy+z(w) = w?/2na [1,2] : fxiyiz(w) =
—w? 4+ 3w —3/2, na [2,3] : fxiviz(w) = (w—3)?/2.

¢) prosté budeme samplovat

Podminéna hustota

Uloha 3 (Uréenf podminéné hustoty)
Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<z<y<oo,
fX,Y(mv y) = ..

0 jinak.
a) Urcete podminénou hustotu fxy.

b) Uréete podminénou hustotu fyx.

Reseni

Marginalni hustoty: fx(z) = e™*, fy(y) = ye~¥ na ocekdvanych intervalech
a) fX|y:%proy>x>0

-y

b) fy|x == ="V proy>x>0.

Uloha 4 (Léman{ klacku)
Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus. Jeho délku ozna¢ime Y. V ném
opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek zlomime, a délku levého kusu oznac¢ime X.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. Muze vam pomoci podminéna hustota fx|y.
b) Najdéte margindlni hustotu fx.

c¢) Pomoci fx spoctéte E(X).
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Reseni a) fx|y(z) = s ma[0,y], fy(y) =1mna(0,1] ~ fxy(z,y) =, pro0 <z <y<L
b) fx(z) = [, tdy = —log(x)
c) E(X) = fol —zlog(r)dz = 1/4

Uloha 5 (Rozlomit do trojihelnika)

Metrovy klacek rozlomime na tii kusy jednim z niZze popsanych zpusobtu. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka je
pravdépodobnost, zZe ze ziskanych tif kusu jde sestavit trojihelnik. (Ndpovéda: napfed si rozmyslete, kdy jsou
tfi kladna ¢isla se souc¢tem 1 stranami néjakého trojihelniku.)

a) Vybereme uniformné ngdhodné dva body zlomu.
b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s kusem klacku v pravé ruce.
¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s vétsim kusem klacku.

Reseni
Méame X +Y + Z = 1, potiebujeme trojihelnikovou nerovnost: X +Y > Z, X +Z > Y, Y + Z > X, specidlné
tedy musi platit 1 — X > X, a tedy X < 1/2, pro oba dalsi analogicky.

a) Problém je, kdyz se oba fezy treff do stejné poloviny, nebo kdyz vzdalenost mezi fezy je aspon 1/2: tedy
P[A] =1—-(1/441/44+1/4) = 1/4 — alternativné se d4 nakreslit prostor dany X,Y, a piipady odpovidaji
Gastem prostoru.

b) 1/2 p1/2 1

0 1/2—z 1—x
aby z nebylo velké, a zéroven musi byt maximélné 1/2).

dydr =log(2) — 1/2 =~ 0.193 (tj.  musi byt maximélné 1/2, a y musi byt aspon 1/2 — x,

c) f01/2 fll//;_m ﬁdydm = 2(log(2) — 1/2) (hustota je dvojndsobnd, protoze x,1 — x odpovidaji témuz; al-

ternativné jde tict, ze nejdifve vezmeme uniformné hodnotu z intervalu [0,1/2] jako tu mensi, a potom
pracujeme se zbytkem ”jakoby v pravé ruce”).

Spojité vektory

Uloha 6 (Nshodny bod)

Volme uniformné ngdhodné bod z ptlkruhu o poloméru 1, se stfedem v pocatku a lezicim v horni poloroviné. (Uni-
formné znamend, ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je imeérnd jejimu obsahu.) Ozna¢me X, Y soutadnice
zvoleného bodu.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
b) Najdéte margindlni hustotu fy a spoc¢téte pomoci ni E(Y).
¢) Pro kontrolu spoé¢téte E(Y') piimo (pomoci pravidla LOTUS).

~ 0 ’ ’ > 1
ResSeni a) fxy(z,y) = {2 ro

= 2 +y2 <1
0 y?>1 1 2y/1—92 . . —2(1—y?)3/2
b) fy(y) = 2P o E[Y] = f71 %dy = 0, prim. fce je 2(1373: )
Yy

T =

Uloha 7 (Maximum z uniformnich)

Bud' Y maximum z k uniformné ndhodnych é&fsel z intervalu [0, 1].
a) Najdéte distribuéni funkci Fy .
b) Odsud uréete hustotu fy.
c) Spocitejte E(Y).

)

d

Jak to vyjde pro minimum misto maxima?



¥ na intervalu [0,1], 0 pro z <0, 1 pro z > 1

Reseni a) Fy(z) ==
b) 0 mimo [0,1], na [0, 1] to je kz*~!
c) fol kxFde = ki_ﬂ

d) Fz(z)=1-(1—-2)k fz(z) = k(1 —2)* L E[Z] = %_H (opét na stenjych intervalech jako predtim)

Tahak

o Sdruzené rozdeleni: Fx y(z,y) = [*__ [Y. fx.y(s,t)dtds.

o Sdruzend hustota: fxy(z,y) = ag—gny,y(x,y).

Margindlni hustota: fx(x) = fjoos Ixy(z,y)dy.

Nezdvislost: Fxy(x,y) = Fx(2)Fy(y) <= fxy(z,y) = fx(x)fr(y).

Konvoluce: Pokud A =X +Y, mdme fa(z) = fj;o fx (@) fy (x —t)dt.

e Podminénd hustota: pro n.v. X,Y: fxy(zly) = f"f:i((yw)y), pokud fy (y) > 0, jinak nedefinujeme.

e Podminénd hustota a distribucni funkce jevem: pro jev B an.v. X: Fx g(z) := P[X < z|B] ~ fx|p.

Domaci kol 10
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Uloha 1 (Trojihelnik)
Volme uniformné ndhodné bod z trojihelniku s vrcholy v bodech [0,0], [0,1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost kazdé
podmnoziny je imérnd jejimu obsahu. Oznacme X, Y soufadnice zvoleného bodu.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

b

Najdéte margindlni hustotu fy .

)
)

c¢) Najdéte podminénou hustotu fx|y.

d) Spoctéte E(X|Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci E(Y)).
)

e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢asti a symetrie.
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