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Uloha 1 (Linedrn{ systém)
Ukazte, ze systém funkci {hqp(z) = (axz + b mod p) mod m: a,b € Z,} je dokonce l-univerzdlni, méme-li
0 < a < p. Pro jak malé ¢ je tento systém (2, c)-nezdvisly?

Reseni

Univerzalita: Méjme z # y pevné. Pro a,b € Z, : r = (axz + b) mod p,s = (ay + b) mod p, Méme bijekeci
(a,b) — (r,s). Pak (r,s) jsou rovnomérné rozdélené. Kolize hqp(x) = hap(y) nastane, pravé kdyz r =, s,
fekneme, ze (r, s) je Spatnd dvojice. Tedy pro dané r mame nejvyse [p/m] — 1 $patnych s.

p—1

Tedy Prihqp(x) = hap(y)] < 2D < i = ol = 1

= p-1 (p—1)m m

Nezdvislost: mdme z # y. Pak pro libovolné z1, zg € Zp,: Pr[hep(z) = 21 A hep(z) = 22] < Ip/m]

“m2

Uloha 2 (Linedrni systém bez konstanty)
Uvazme systém funkef {h,(z) = (ax mod p) mod m: a € Z, \ {0}}. Je k-univerzalni pro né¢jaké k? A co kdyz
dovolime a = 07

Reseni

Je 2-univerzalni: h,(x) = ho(y) odpovida (az mod p) mod m = (ay mod p) mod m, tedy ((ax —ay) mod p)
mod m = 0. To muzeme prepsat jako a(x —y) mod p = ¢m pro I € {—|p/m],...,|p/m|} — {0} (£ # 0, bo
a # 0). Specidlné tedy pro kazdou volbu z a y mdme maximélné 2|p/m| funkci, ve kterych muzeme mit kolizi.
Tim padem |{h: h(z) = h(y)}| < %p, a pravdépodobnost je tedy < 2.

Pro a = 0: provedeme to samé, ale £ mize byt az 2[p/m] + 1, a tedy mame odhad |{h : h(z) = h(y)}| < 22.

Uloha 3 (Linedrni systém neni 3-nezavisly)
Ukazte, ze systém funkei {hq () = (az +b mod p) mod m: a,b € Z,} neni 3-nezavisly.

Reseni
Meéjme x # y # z # x a oznatime pro konkrétni fixni a,b hodnoty vy = ax + b,vs = ay + b,v3 = az + b. Pak
Pr[h(xz) = v1 A h(y) = va A h(2) = vs] = Prlh(z) = vslh(z) = v1 A h(y) = vo] - Pr[h(x) = v1 A h(y) = va] =
Pr[h(xz) = vi Ah(y) = va] =

1
m2"

Uloha 4 (Vylozené praktické systémy)

Uvazme systém funkei{ H; = {id}, ktery obsahuje jedinou funkci, jez zobraz{ = na x. Je H; c-univerzdlni pro
néjaké c? Je Hy (k,c)-nezavisly pro néjakd k a c?

Déle uvazme systém Hz = {hq(z) = a: a € [m]}. Dokazte (resp. zopakujte si z pfednédsky), Ze tento systém je
(1,1)-nezdvisly. Dale ukazte, ze Ha nenf (2, ¢)-nezdvisly ani c-univerzélni pro zidné c.

Reseni

‘H1 je e-univerzalni pro kazdé ¢ > 0. Problém je, ze Pr[h(x) = z] = 1, a tedy, pokud || > 1, pak nemuze byt
jakkoliv nezavisla.

U druhého systému: (1,1)-nezavislost plyne z toho, ze Pr[h,(z) = b] = --, protoZe volime jednu konkrétni volbu
a. Na druhou stranu, pro x # y méame Pr[h,(z) = bA hy(y) = b] = % - pro jakoukoliv konstantu, a tedy
nezdvislost je nemoznd. Pro c-univerzalitu, evidentné Pr[h,(z) = ha(y)] =1, a tedy c-univerzalitu také neméme.

Uloha 5 (Univerzalni modulo miize rozbit univerzalitu)

Ukazte, ze pokud mdme univerzaln{ systém hesovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formélné: Dokazte, ze pro kazdé c a m > 1 existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz neni c-univerzalni.

Reseni
A7 na piistim cviceni :)

Uziteéné definice

Definice (c-univerzéln{ systém fef). Systém H funkel h : U — [m] je c-univerzalni pro ¢ > 0, pokud pro vSechna

x # y plati Pry[h(z) = h(y)] < £.
Systém H je univerzalni, pokud je c-univerzalni pro néjaké ¢ > 0.
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Definice (k-nezdvisly systém fci). Systém H funkei h : U — [m] je (k,c)-nezavisly pro néjakd k > 1,¢ > 0,
pokud Pryey[h(z1) = a1 A ... Ah(xr) = ax] < 7% pro libovolnd w1, ...,z 10204, ay,. .., a; ne nutné ruzna.
Sytém je k-nezavisly, pokud je (k, ¢)-nezévisly pro néjaké ¢ nezdvislou konstantu.



