8. cviceni
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Uloha 1 (Lehké opakovani pravdépodobnosti)

Matt stiili, a snaz{ se trefit se do terce. Protoze je zacdtecnik, pravdépodobnost, ze se trefi, je p € (0,1], a je

nezavisla na jakychkoliv jeho predchozich pokusech. Necht X je ndhodni veli¢ina, kterd oznacuje pocet pokust
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do Mattovy prvnf trefy (vcetné). Ukazte, ze E[X] = .

Reseni
Z definice: E[X]=p+ (1 —p)(1+E[X]) =1+ (1 — p)E[X] ~ pE[X] =1~ E[X] = %.

Uloha 2 (Pravdépodobnost kolize)
Ukazte, ze v hashovaci tabulce velikosti m = n® s n prvky dojde ke kolizi s pravdépodobnosti maximélné %,
predpokldddme-li zcela ndhodnou hashovacf funkei. (Zkuste to dokézat bez pouziti piimo padnouciho pozorovani
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7z prednasky.)

Reseni

Plkolize] = P[3i # j € [n] : h(i) = h(j)] = P[U; e (h(0) = RG] < Xisjepm Pl(R() = h(1))] = (5) -
Uloha 3 (Rehashujeme)

Jednoduchd implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, ze béhem rehashe muzeme znovu zacit s rehashem.)

Reseni

Staci projit pole T podle indexu, a kdyz najdeme prvek ve Spatné buiice, tak ho odstranime, a znovu vlozime.

Bonusové ulohy

Uloha 4 (Pevné body permutaci)

Meéjme uniformné ndhodnou permutaci na n prvcich. Uréete sttedni hodnotu poc¢tu pevnych bodu této permu-
tace.

Reseni

Pouzijeme indikatory: je-li F' ndhodné veli¢ina urcujici poc¢et pevnych bodu ndhodné permutace, muzeme pséat
F = L++...+1I,,kde I, je indikdtor jevu, ze w(¢) = £. Pak E[F] = E[[1+1>+. . .+1,] = E[[1]+E[L]+. . +E[I,]
z linearity stfednf hodnoty, a E[I,] = =1 = 1 4 tedy E[F] = 1.
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Opacko pravdépodobnosti

Definice (Pravdépodobnostni prostor). Pravdépodobnostni prostor je trojice (2,3, P), takovd, ze  je tzv.
nosnd mnozina (vsech jevi), ¥ je mnozina pifpustnych jevii (podmnozin §2), P je funkce P : ¥ — [0,1] a jsou
splnény ngjaké axiomy (omezujic{ ¥ na o-algebru a P na pravdépodobnost).

Definice (Nahodn4 veli¢ina, jeji stfedni hodnota). Necht (£2,2% P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.
Potom néhodnd veli¢ina je libovolnd funkce X : Q — R (kazdému jevu pfifazujeme néjaké ¢islo).
Sttedni hodnota této veli¢iny je definovana jako E[X] =) . Plw] X (w)

Tvrzeni (Union bound). Pro jevy A;, As plati, ze P[A; U As] < P[A1] + P[As].
Tvrzeni (Linearita stfedni hodnoty). Pro ndhodné veliciny X,Y a a € R plati:
e FElaX] = aFE[X]
e FIX+Y]=E[X]|+E[Y]

Definice (Indikator, nezdvislost ndahodnych veli¢in). Necht A je jev v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru.
Potom indikator A je ndhodna veli¢ina I4 definované: I4(w) =0 < w ¢ A, jinak I4(w) = 1.

N4hodné veliciny X,Y na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (£2,29, P) jsou nezévislé, pokud Va, 3 € R
jsou jevy {w € Q: X(w) < a},{w € Q: Y (w) < 8} nezavislé.
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Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdporna nadhodna veli¢ina. Pak Ve > 0 plat{ P[X > ¢] <
Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < é.

Véta (Chernoffova mez). Méjme X = Zle X;, kde X; jsou nezavislé Bernoulliovské ndhodné veli¢iny, p =
c—1

E[X],c > 1. Pak P[X > eu] < (* )“.
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