8. cviceni
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Uloha 1 (Lehké opakovén{ pravdépodobnosti)
Matt stifli, a snazi se trefit se do terce. Protoze je zacdtecnik, pravdépodobnost, ze se trefi, je p € (0, 1], a je
nezévisla na jakychkoliv jeho pfedchozich pokusech. Necht X je ndhodnd veli¢ina, kterd oznaéuje pocet pokust

do Mattovy prvni trefy (véetné). Ukazte, ze E[X] = %.

Uloha 2 (Spatna verze kukacky)
Pro¢ je nésledujici implementace insertu pro kukackové hashovani problematicka?

for i=1 to n
if T[h1(x)] je préazdné
Tlhi(x)] = x
return
swap(T[h1(x)], x)
if T[h2(x)] je prazdné
Th2(x)] = x
return
swap(T[h2(x)], x)

Uloha 3 (Pravdépodobnost kolize)

Ukazte, ze v hashovaci tabulce velikosti m = n?

s n prvky dojde ke kolizi s pravdépodobnosti maximalné %,

predpokldddme-li zcela ndhodnou hashovaci funkei. (Zkuste to dokézat bez pouziti piimo padnouciho pozorovani
7z prednasky.)

Uloha 4 (Rehashujeme)

Jednoducha implementace rehashe u kukackového hashovani je, ze si vSechny hodnoty vlozime do pomocného
pole, a potom je po jednom insertujeme. Vymyslete implementaci rehashe, kterd pomocné pole nepotiebuje.
(Pozor na to, ze béhem rehashe miZzeme znovu zacit s rehashem.)

Bonusové ulohy

Uloha 5 (Pevné body permutaci)
Méjme uniformné ndhodnou permutaci na n prvcich. Urcete stfedni hodnotu poc¢tu pevnych bodu této permu-
tace.
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Opacko pravdépodobnosti

Definice (Pravdépodobnostn{ prostor). Pravdépodobnostni prostor je trojice (2,3, P), takové, ze Q je tzv.
nosnd mnozina (vsech jevi), ¥ je mnozina piipustnych jevi (podmnozin Q), P je funkce P : ¥ — [0,1] a jsou
splnény néjaké axiomy (omezujici ¥ na o-algebru a P na pravdépodobnost).

Pravdépodobnostni prostor je diskrétni, pokud €2 je konecéna nebo spocetnd, ¥ = 2 a mame p : Q — [0,1], ze
PlA] = S apl(w) a P[] = 1.

Definice (Nahodn4 veli¢ina, jeji stfedni hodnota). Necht (£2,2% P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor.
Potom néhodnd veli¢ina je libovolnd funkce X : Q — R (kazdému jevu pfifazujeme né&jaké ¢islo).
Sttedni hodnota této veli¢iny je definovana jako E[X]| =3 o Plw]- X(w)

Tvrzeni (Union bound). Pro jevy A;, As plati, ze P[A; U As] < P[A1] + P[As].
Tvrzeni (Linearita stiedn{ hodnoty). Pro ndhodné veli¢iny X,Y a a € R plati:
o E[aX] = aE[X]
o E[X +Y]=E[X]+E[Y]

Definice (Indikator, nezdvislost nahodnych veli¢in). Necht A je jev v diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru.
Potom indikator A je ndhodna veli¢ina I4 definovand: I4(w) =0 < w ¢ A, jinak I4(w) = 1.

Néhodné veliciny X,Y na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (£2,292, P) jsou nezévislé, pokud Va, 3 € R
jsou jevy {w € Q: X(w) < a},{w € Q: Y (w) < 8} nezivislé.

E[X]
=

Véta (Markovova nerovnost). Bud X nezdpornd nadhodna veli¢ina. Pak Ve > 0 plat{ P[X > ¢] <

Ekvivalentné pro jakékoliv d > 1, P[X > d-E[X]] < 1.

Véta (Chernoffova mez). Méjme X = Zle X, kde X; jsou nezavislé Bernoulliovské nahodné veli¢iny, p =
em1\ M
E[X],c > 1. Pak P[X > cu] < ( 1) .

cC




