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Uloha 1 (Potencial)
Ujistéte se, ze chapete, jak je definovany potencidl ve splay stromech a ze rozumite hlavnim myslenkdm analyzy
amortizované slozitosti splaye.

1. Jak je definovén potencial splay stromu?

2. Jak4 je amortizovand cena rotace (dvojité a jednoduché)?

3. Jaka je amortizovand cena celého splaye a jak plyne z amortizovanych cen rotace?
4. Jaké je redlnd cena celého splaye (a v jakych jednotkdch ji vlastné pocitdme)?

5. Jaky je potenciél perfektné vyvéazeného stromu? (Sta¢{ ndm rozumny horni a dolni odhad, pro jednodu-
chost piedpokladejte n = 2F — 1.)

6. Jaky je potencidl cesty? (Opét staci rozumné odhady.)

Reseni 1. Oznacime si T(v) podstrom s kotenem v, velikost s(v) = |T(v)|, hodnost 7(v) = log,(s(v)), po-
tencidl pak je ® =) _, 7(v), a (tradi¢né) znacime n jako pocet vrcholi ve stromé.

2. Dvojitd 3r'(x) — 3r(z), kde 7’ je rank po, r je rank pfed, a jednoduchd 3r'(x) — 3r(z) + 1.
3. Nejvyse 3r'(z) — 3r(x) +1 € O(logn) - tohle vyjde, protoze soucty amortizovanych cen rotaci teleskopuji.

4. Pocet provedenych rotaci - v rotacich.

k—1 o4 —i k—1 o4 —i k—1 o; . k l—1 o; k
5.2 02" (10g2(2k 1)) <> 52 (10g2(2k D=2 2 (k=d) =212 02" =2 26-1=
2kl 1 —(k+1) =28t — k-2 =2(2F — 1) — k = 2n — log n. Zarovenh mame trividlni spodni odhad

2k72

n/4, protoZe Uplny bindrn{ strom m4 /2 n/4 vrcholu v urovni tésné nad listy.

6. >i, log(i) = log(n!) > %log (%), zdroven mizeme odhadnout log(n!) < nlogn, protoze n! < n™.

Uloha 2 (Hloubka splay stromt nemus{ byt vizdy logaritmicka)
Navrhnéte posloupnost operaci, kterd vytvoii splay strom s linearni hloubkou a to jak pro naivni splay, tak pro
spravny splay.

Reseni
Postupné pustime operace SPLAY(1), SPLAY(2),...,SPLAY(n), nebo misto Splayu Findy.
Alternativné, muzeme takhle insertovat do préazdného stromu.

Uloha 3 (Naivita se ne vzdy vypléci)
Co se pokazi, kdyz operaci SPLAY implementujeme naivné, tedy jen pomoci jednoduchych rotaci jedné hrany?

Reseni
Pokud budeme dvakrit za sebou volat SPLAY(1),...,SPLAY(n), tak nejdiive vytvoiime levou cestu, a potom s
jednoduchymi operacemi budeme stavét druhou levou cestu nad prvni, takze celkova cena bude O(n?).

Uloha 4 (Rozdélujeme stromy)

Pro splay strom T a hodnotu k navrhnéte operaci SPLIT, kterd strom T rozdéli na dva stromy 77, T, pficemz ve
stromé T’ jsou vSechny hodnoty mensi nebo rovny k a ve stromé T jsou vSechny hodnoty vétsi nez k. Pokuste
se zachovat amortizovanou slozitost.

Reseni
SPLAY(k), pak T” je kofen + levy podstrom, T" je pravy podstrom.
Uloha 5 (A ted stromy spojujeme)

Pro splay stromy T",T", kde vSechny hodnoty v T” jsou mensi nez vsechny hodnoty v 7", navrhnéte operaci
JOIN(T", T"), které sloud{ stromy do jednoho v ¢ase O(|T'| + |T"]).
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Reseni
Vysplayujeme maximum z T, a T" priddme jako pravého syna kofene.

Uloha 6 (Insert a delete pies split a join)
Navrhnéte alternativni operace INSERT a DELETE za pomoci operaci SPLIT a JOIN.

Reseni

INSERT: Vysplayujeme danou hodnotu k. Pokud tam byla, tak nic nedélame, jinak provedeme split na kofen, k
bude nés novy kofen, 7" bude levy podstrom a 7" bude pravy podstrom.

DELETE: Vysplayujeme danou hodnotu k. Pokud ve stromé nebyla, tak nedélame nic, jinak splitneme na k, k
jako kofen odmazeme (protoze ze SPLITu m4 jenom levého syna), a oba stromy zase pres JOIN spojime.

Bonusové tlohy

Uloha 7 (Lin¢ vyvazujeme)
Na piednasce jste vidéli bindrni vyhleddvaci stromy vyvazované liné pomoci lokalnitho prestavovani. Pro-
zkoumame detaily pfestavby a navrhneme implementaci operace delete:

a) Ukazte, ze libovolny BVS lze prestavét na perfektné vyvazeny v linedrnim case.

b) Potencidl v amortizované analyze byl definovan skrz soucet potencidlu vrcholu a potenciél vrcholu r(v) je
bud |s(L,) — s(R,)|, nebo nula, pokud je predchozi rozdil presné jedna. Co by se rozbilo, kdybychom pro
rozdil jedna prosté nastavili potencidl na jednicku?

¢) Pridejte delete tak, jak funguje v oby¢ejném BST spolu s vhodnym lokdlnim prestavenim a analyzujte
slozitost.

d) Pridejte delete pomoci ndhrobku a globdln{ pfestavby stromu. To znamend, Ze mazané vrcholy nechdme
ve stromé, ale oznacime je jako smazané (ndhrobek). Je-li ndhrobku ve stromé moc, cely strom piestavime
a pfitom ndhrobky zlikvidujeme. Doplite detaily (napf. kolik je ,,moc*) a konstrukeci analyzujte.

Reseni a) V linedrnim case projdeme vSechny prvky pfes ndslednika, z toho si postavime pole, a z toho
potom postavime vyvazeny BVS v linedrnim ¢ase podle tlohy z prvniho cviceni.

b) Irozdil 1 muaze byt perfektné vyvazeny, takze bychom potom mohli stdle mit linedrni potencidl.

c¢) Vyjde to piiblizné podobné: delete snizi velikosti vSech podstromu na cesté do kofene o 1, takze potencidl
se muze zvysit pfinejhorsim o 2. Pokud jsme si nic nerozbili, tak vSe v poradku, jinak provedeme rebuild,
a ono to vyjde uplné stejné jako u insertu.

d) Vezmeme jako ,moc“ n/8, jako potencidl budeme mit soucet potencidlit vrcholu plus 8 x pocet nahrobku.
Uz vime, Ze na prestaveni potiebujeme linedrni ¢as, ale zbavime se tim vSech ndhrobku + jesté si mtuzeme
snizit potencialy vrcholu, ¢imz se to zaplati.

Uloha 8 (Pro fajnsmekry)
Proved'te piestavéni BVS na perfektné vyvazeny BVS v linedrnim case a s konstantni paméts.

ReSeni 1. ze stromu udélame pravou cestu

2. vhodné pozkomprimujeme listy
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