3. cviceni
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Uloha 1 (Zasplayujme si)
Na splay stromu na obrazku proved'te nésledujici operace:

e SPLAY(14)

SPLAY(6)

INSERT(11)

e DELETE(6)

DELETE(10)

DELETE(4)

ResSeni
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Uloha 2 (Staticky optimélni BVS)

Méame mnozinu klica k; < ... < k,, ze kterych chceme postavit staticky BVS. Zaroven zname ¢etnosti pristupu
Wi, ..., Wy, kde w; > 0. (Také se na tyto etnosti muzeme divat jako na pravdépodobnosti.)

Sestrojte staticky optimaln{ BVS, ktery minimalizuje soucet Y., h(i) - w;, kde h(i) je hloubka kliGe k;, a kofen
m4 hloubku 1. (Tedy takovy strom, ze provedeni w; pifstupu ke kli¢i k; pro kazdé i bude trvat co nejmens{
dobu.)

Reseni
Jednodussi feSeni: dynamika podle kofene - budeme mit tabulku T'[a,b],a < b, coz je soucet pro nejlepsi
strom s indexy od a do b vcetné. Snadno T'[a,a] = 0, protoze potom je a nutné v kofeni. Pak T[a,b] =

ming<.<p(Tfa,c — 1] + T[e + 1,b] + Z?:a w;).

Takhle to je O(n?), protoze mame fddové kvadraticky policek, a kazdé trvd max. lindrné dlouho.

Ale jde to lépe, pokud si navic budeme pamatovat kofeny téchto podstromu v poli R[a,b]: protoze muzeme
zpozorovat, ze kdyz vime R[a,b — 1] a R[a + 1,b], tak R[a,b — 1] < Rla,b] < R[a + 1,b].

Zacneme s analyzou Gasové slozitosti: Y > (Rla+1,b] — Rla,b—1]) = >, SN Rl +1,a414] —
Rla,a+i—1]))=>" (Rn—i,n]— R[1,i]) <> I (n—1) € O(n?). Prvni rovnost plyne z pferovnéni - nejprve
sCitame pres mozné volby a, b, a poté s¢itame podle délek, a pak pres vSechna pole dané délky. Druha rovnost
plyne z toho, ze vnitin{ suma teleskopuje (R[n—i,n]—Rn—i—1,n—1]+ Rn—i—1,n—1]—...— R[2,i+ 1]+
R[2,i+1]— R[1,i] = R[n—1i,n]— R[1,14]). Nasledujici nerovnost pak plyne z toho, ze Rn—i,n| < n,R[1,i] > 1.s



A prot¢ to pozorovani o kofenech vibec plati? Dokdzeme jen prvni nerovnost R[a,b — 1] < R[a,b], a budeme
dokazovat indukef podle b — a. Pro b — a = 1 mdme tvrzen{ trividlné splnéno, nebot R[a,b — 1] = Rla,a] = a, a
Rla,b] > a.

Nyni méjme b — a > 1. Pro zacatek predpokladejme w, = 0. V tom piipadé pozorovani opét snadno plati,
protoze b muzeme do optimélntho stromu T[a,b — 1] pfidat jako pravého syna nejpravéjstho vrcholu, a diky
nulové frekvenci se ndm nic nepokazi - tim méme strom 7.

Méjme v Cetnost takovou ze T je optimélm’ strom pro véechna wb =v—¢ pro € > O ale pro véechna wp, =v+¢

vevs

nez kofen 7. Z definice vime, ze pro h hloubku v 7 a h' hloubku v 7" mame Soucty Z h(i)w;, S0 iea W (Dw;

Tyto soucty jsou navic pro v stejné, a zdrovenn musime mit h'(b) < h(b), aby se ZVGtSU.JlClHl se wy, byl 77 lepsi.
Uvazme tedy cesty z korene do b: ve stromé 7 mdme cestu s kli¢i c1,co,...,cx = b, v T’ mdme cestu s klici
dy,da,...,dg = b ak > (. Protoze predpokladdme, ze ¢; > dj, muzeme pouzit indukci pro R[e; + 1,b] >
R[dy + 1,b], abychom zjistili, ze ca > da. Pokud bychom opét méli ostrou nerovnost, pak analogicky muzeme
ukdzat ¢; > d;. Ale vime, Ze ¢, < b = dp, a tedy musi existovat index j, Ze ¢; = d;. Potom ovSem muzZeme
zameénit ve stromé 7 pravy podstrom pod ¢; za pravy podstrom v 7’ pod d;, a tim ziskdme novy strom 7",
ktery mé stejny soucet jako 7’ for vSechny mozné hodnoty w;, a zdroven ma korfen stejny jako 7T, ¢imz jsme
dokdzali, Ze nerovnost opravdu plati. (Tedy existuje optimdln{ strom s kofenem mezi R[a,b — 1] a R[a,b+ 1].)

Uloha 3 (Potencisl pro néslednika)
Na prvnim cviceni jsme si ukazali, ze pouziti n operaci naslednika na libovolném BVS, kdyz za¢neme ve vrcholu
s nejmensim klicem, m4 slozitost O(n). Jak to muzeme dokdzat pomoci potencidlu?

Reseni
Zadefinujeme si potencidl ®(z) jako h+ sy (x) — sg(x) pro z aktudlni vrchol, kde h je maximéln{ hloubka stromu,
sp(x ) je po(:et 1evych synu na cesté z kofene do ras R( ) je pocet pravych synu na cesté z kofene do z.

cv v

Podivame se na jednotlivé piipady pouziti operace naslednika na x:

1. pokud z md pravého syna a y je néslednikem x, pak sg(z)—sgr(y) = —1, s (y)—sr(z) = hloubka vrcholu y pod pravym
a tedy ®(y) — ®(x) je fddové redlnd cena operace,

2. pokud x pravého syna nemad, postupujeme po otcich, dokud nevystoupime poprvé jako levy syn - v tom
piipadé pro vrchol y, ktery je ndslednikem z, mame sp(z)—sg(y) = pocet hran, které jsme vystoupali nahoru —
lasp(y) —sp(x) = —1, coz je opét Fadove redlnd cena operace.

Zaroven snadno zpozorujeme, ze hodnota potencialu je nejvyse 2h.
Specidlné tedy az na prvnf operaci v ¢ase h méme vSechny ostatni operace amortizované v O(1), a tedy celkovd
slozitost je O(n + h) = O(n), nebot h < n.

Zbyvajici tilohy si nechame na piisteé.



