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Úloha 1 (Zasplayujme si)

Na splay stromu na obrázku proved’te následuj́ıćı operace:

� Splay(14)

� Splay(6)

� Insert(11)

� Delete(6)

� Delete(10)

� Delete(4)

Řešeńı
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Úloha 2 (Staticky optimálńı BVS)

Máme množinu kĺıč̊u k1 < . . . < kn, ze kterých chceme postavit statický BVS. Zároveň známe četnosti př́ıstup̊u

w1, . . . , wn, kde wi > 0. (Také se na tyto četnosti můžeme d́ıvat jako na pravděpodobnosti.)

Sestrojte staticky optimálńı BVS, který minimalizuje součet
∑n

i=1 h(i) ·wi, kde h(i) je hloubka kĺıče ki, a kořen

má hloubku 1. (Tedy takový strom, že provedeńı wi př́ıstup̊u ke kĺıči ki pro každé i bude trvat co nejmenš́ı

dobu.)

Řešeńı

Jednodušš́ı řešeńı: dynamika podle kořene - budeme mı́t tabulku T [a, b], a ≤ b, což je součet pro nejlepš́ı

strom s indexy od a do b včetně. Snadno T [a, a] = 0, protože potom je a nutně v kořeni. Pak T [a, b] =

mina≤c≤b(T [a, c− 1] + T [c+ 1, b] +
∑b

i=a wi).

Takhle to je O(n3), protože máme řádově kvadraticky poĺıček, a každé trvá max. linárně dlouho.

Ale jde to lépe, pokud si nav́ıc budeme pamatovat kořeny těchto podstromů v poli R[a, b]: protože můžeme

zpozorovat, že když v́ıme R[a, b− 1] a R[a+ 1, b], tak R[a, b− 1] ≤ R[a, b] ≤ R[a+ 1, b].

Začneme s analýzou časové složitosti:
∑n

a=1

∑n
b=a+1(R[a+ 1, b]−R[a, b− 1]) =

∑n
i=1

∑n−i+1
a=1 (R[a+ 1, a+ i]−

R[a, a+ i−1]) =
∑n

i=1(R[n− i, n]−R[1, i]) ≤
∑n

i=1(n−1) ∈ O(n2). Prvńı rovnost plyne z přerovnáńı - nejprve

sč́ıtáme přes možné volby a, b, a poté sč́ıtáme podle délek, a pak přes všechna pole dané délky. Druhá rovnost

plyne z toho, že vnitřńı suma teleskopuje (R[n− i, n]−R[n− i−1, n−1]+R[n− i−1, n−1]− . . .−R[2, i+1]+

R[2, i+1]−R[1, i] = R[n− i, n]−R[1, i]). Následuj́ıćı nerovnost pak plyne z toho, že R[n− i, n] ≤ n,R[1, i] ≥ 1.s



A proč to pozorováńı o kořenech v̊ubec plat́ı? Dokážeme jen prvńı nerovnost R[a, b − 1] ≤ R[a, b], a budeme

dokazovat indukćı podle b− a. Pro b− a = 1 máme tvrzeńı triviálně splněno, nebot’ R[a, b− 1] = R[a, a] = a, a

R[a, b] ≥ a.

Nyńı mějme b − a > 1. Pro začátek předpokládejme wb = 0. V tom př́ıpadě pozorováńı opět snadno plat́ı,

protože b můžeme do optimálńıho stromu T [a, b − 1] přidat jako pravého syna nejpravěǰśıho vrcholu, a d́ıky

nulové frekvenci se nám nic nepokaźı - t́ım máme strom T .

Mějme v četnost takovou, že T je optimálńı strom pro všechna wb = v− ε pro ε > 0, ale pro všechna wb = v+ ε

pro libovolně malé ε > 0 už je optimálńı strom T ′ ̸= T . Zároveň předpokládejme, že kořen T ′ má levěǰśı index

než kořen T . Z definice v́ıme, že pro h hloubku v T a h′ hloubku v T ′ máme součty
∑b

i=a h(i)wi,
∑b

i=a h
′(i)wi.

Tyto součty jsou nav́ıc pro v stejné, a zároveň muśıme mı́t h′(b) < h(b), aby se zvětšuj́ıćım se wb byl T ′ lepš́ı.

Uvažme tedy cesty z kořene do b: ve stromě T máme cestu s kĺıči c1, c2, . . . , ck = b, v T ′ máme cestu s kĺıči

d1, d2, . . . , dℓ = b a k > ℓ. Protože předpokládáme, že c1 > d1, můžeme použ́ıt indukci pro R[c1 + 1, b] ≥
R[d1 + 1, b], abychom zjistili, že c2 ≥ d2. Pokud bychom opět měli ostrou nerovnost, pak analogicky můžeme

ukázat ci ≥ di. Ale v́ıme, že cℓ < b = dℓ, a tedy muśı existovat index j, že cj = dj . Potom ovšem můžeme

zaměnit ve stromě T pravý podstrom pod cj za pravý podstrom v T ′ pod dj , a t́ım źıskáme nový strom T ′′,

který má stejný součet jako T ′ for všechny možné hodnoty wi, a zároveň má kořen stejný jako T , č́ımž jsme

dokázali, že nerovnost opravdu plat́ı. (Tedy existuje optimálńı strom s kořenem mezi R[a, b− 1] a R[a, b+ 1].)

Úloha 3 (Potenciál pro následńıka)

Na prvńım cvičeńı jsme si ukázali, že použit́ı n operaćı následńıka na libovolném BVS, když začneme ve vrcholu

s nejmenš́ım kĺıčem, má složitost O(n). Jak to můžeme dokázat pomoćı potenciálu?

Řešeńı

Zadefinujeme si potenciál Φ(x) jako h+sL(x)−sR(x) pro x aktuálńı vrchol, kde h je maximálńı hloubka stromu,

sL(x) je počet levých syn̊u na cestě z kořene do x a sR(x) je počet pravých syn̊u na cestě z kořene do x.

Speciálně nalezeńı nejnižš́ıho prvku trvá i amortizovaně jeho hloubku, ale to v analýze všech krok̊u nevad́ı.

Pod́ıváme se na jednotlivé př́ıpady použit́ı operace následńıka na x:

1. pokud xmá pravého syna a y je následńıkem x, pak sR(x)−sR(y) = −1, sL(y)−sL(x) = hloubka vrcholu y pod pravým synem x,

a tedy Φ(y)− Φ(x) je řádově reálná cena operace,

2. pokud x pravého syna nemá, postupujeme po otćıch, dokud nevystouṕıme poprvé jako levý syn - v tom

př́ıpadě pro vrchol y, který je následńıkem x, máme sR(x)−sR(y) = počet hran, které jsme vystoupali nahoru −
1 a sL(y)− sL(x) = −1, což je opět řádově reálná cena operace.

Zároveň snadno zpozorujeme, že hodnota potenciálu je nejvýše 2h.

Speciálně tedy až na prvńı operaci v čase h máme všechny ostatńı operace amortizovaně v O(1), a tedy celková

složitost je O(n+ h) = O(n), nebot’ h ≤ n.

Zbývaj́ıćı úlohy si necháme na př́ı̌stě.


