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Úloha 1 (Natahujeme pole)

Ukázali jsme si, jak implementovat natahovaćı pole, které funguje v amortizovaně konstantńım čase, s t́ım,

že vždycky, když je pole plné, a potřebujeme přidat daľśı prvek, všechno překoṕırujeme do pole dvojnásobné

velikosti.

Co by se stalo, kdybychom mı́sto zdvojnásobováńı kapacitu C zvyšovali jinak?

1. C ⇝ C + k, kde k ≥ 1 je konstanta,

2. C ⇝ C2,

3. C ⇝ k · C pro konstantu k > 1.

Úloha 2 (A ted’ oboustranně a se smrštěńım)

Zat́ım jsme přidávali jenom na konec pole. Šlo by konstrukci upravit tak, abychom mohli přidávat i na začátek

a zachovali jsme přitom složitost?

A co kdybychom chtěli prvky z konce (či začátku) mazat?

Řešeńı

Oboustrannost: možnost je např́ıklad cyklické pole, pak se to snadno uamortizuje.

Mazáńı: počkáme, až budeme vyplňovat jen čtvrtinu maximálńı kapacity, a pak zmenš́ıme na polovinu.

Úloha 3 (Binárńı č́ıtač)

Připomeňte si d̊ukaz, že binárńı poč́ıtadlo (na začátku nastavené na 0) má amortizovanou konstantńı složitost

přič́ıtáńı jedničky.

Jak se změńı amortizovaná složitost, pokud povoĺıme přič́ıtáńı i odč́ıtáńı jedničky? Lze upravit poč́ıtadlo, aby

z̊ustala konstantńı?

Řešeńı

Bude to Θ(ℓ), protože pro ℓ operaćı máme hodnotu všech operaćı přibližně
∑

k≥1
ℓ
2k

= 2ℓ.

Odečteńı jedničky: nep̊ujde to takhle snadno, může se stát že dojdu na nějaké č́ıslo 2k, a pak budu opakovat

operaci -1, +1 až do konce.

Úprava může vypadat např́ıklad tak, že budeme mı́t dva č́ıtače K,Z (kladný a záporný) s vlastnost́ı, že každý

bit má maximálně jeden z těchto č́ıtač̊u nastavený na jedničku – výsledná hodnota pak bude K − Z. Když

tedy budu přič́ıtat, přičtu +1 ke K, když budu odeč́ıtat, přičtu +1 k Z. Stač́ı jen zař́ıdit invariant s t́ım, že na

stejném bitu oba č́ıtače nebudou mı́t jedničku. K tomu stač́ı jen rychlá úprava přič́ıtaćıch operaćı - když máme

posloupnost i jedniček na nejnižš́ıch bitech v jednom z č́ıtač̊u a přičteme jedničku, pak nám vznikne jednička

na bitu i+ 1 - pokud je jednička i v druhém č́ıtači, pak ji odečteme, a do našeho p̊uvodńıho č́ıtače dáme na bit

i+ 1 taky nulu. Pokud je v druhém č́ıtači ovšem nula, pak si jedničku zaṕı̌seme.

Amortizaci pak jde snadno analyzovat pomoćı potenciálu, který zadefinujeme jako počet jedniček v obou č́ıtač́ıch.

Pak reálná cena je počet změněných bit̊u z 0 na 1 + počet změněných bit̊u z 1 na 0, změna potenciálu je počet

změněných bit̊u z 0 na 1 - počet změněných bit̊u z 1 na 0, a tedy amortizovaná cena je dvakrát počet změněných

bit̊u z 0 na 1. Při každém přičteńı ale můžeme nejvýše jeden bit změnit z nuly na jedničku, a tedy amortizovaná

cena je konstantńı.

Bonusové úlohy

Úloha 4 (Binárńı č́ıtač II)

Jsme ve stejné situaci jako v předchoźı úloze a chceme jenom přič́ıtat. Ukažte, že když za přehozeńı k-tého bitu

plat́ıme 2k (a nultý bit je nejméně významný bit), pak posloupnost ℓ přičteńı jedničky stoj́ı O(ℓ · n).

Řešeńı

Pro ℓ operaćı máme
∑⌈log ℓ⌉

i=1
2i·⌊ℓ⌋
2i ≤ ℓ · ⌈log ℓ⌉.

Úloha 5 (Sublineárńı množina)

Máme následuj́ıćı implementaci množiny (celých č́ısel), která podporuje operace Insert, Lookup.
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Množina M bude implementovaná jako pole poĺı, kde pole M[i] má délku 2i. Každé pole M[i] je bud’ prázdné,

nebo plné, a každé pole je seřazené (mezi jednotlivými poli nemuśı být žádný vztah).

Konkrétně, máme-li v naš́ı množině 9 prvk̊u, tak pole M[0], M[3] budou plná a ostatńı budou prázdná (vlastně

to odpov́ıdá binárńı reprezentaci č́ısla 10). Př́ıkladem může být např́ıklad:

M[0] = {5}

M[1] = {}

M[2] = {}

M[3] = {3, 4, 8, 10, 11, 15, 19, 22}

a) Jaká je složitost operace Lookup, kterou lze implementujeme tak, že na každém plném poli provedeme

binárńı vyhledáváńı?

b) Operaci Insert budeme implementovat následovně: začneme s t́ım, že vytvoř́ıme prázdné pole s jedńım

prvkem, který vkládáme. Dále se pod́ıváme na pole M[0]. Pokud je prázdné, vlož́ıme naše nové pole tam. Pokud

je plné, pak slijeme naše nové pole s polem M[0] a pokračujeme dále s polem M[1], dokud nenajdeme pole M[i],

které je prázdné. Jaká je (amortizovaná) složitost operace Insert?

Hint: m̊uže se vám hodit předchoźı úloha.

Řešeńı

a) Worstcase máme složitost
∑logn

i=0 log(2i) =
∑logn

i=0 i = log(n)·(log(n)+1)
2 ∈ Θ(log2 n).

b) Worstcase to může být lineárńı, třeba přidáńı pro n = 2k − 1 znamená, že muśıme sĺıt všechna pole do

jednoho velkého, ale můžeme to uamortizovat to d́ıky č́ıtači II: jedno slit́ı trvá řádově 2k+1, takže máme (až na

konstantu) přič́ıtáńı u č́ıtače II, a d́ıky tomu, že ten je amortizovaně O(délka č́ıtače), což je v našem př́ıpadě

log(n), jsme hotovi.


