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Úloha 1 (Delete v lineárńım přidáváńı bez náhrobk̊u)

Na přednášce jste viděli, jak implementovat operaci delete pro hashováńı s lineárńım přidáváńım pomoćı

náhrobk̊u. Navrhněte, jak toto implementovat bez náhrobk̊u.

Máte dvě možnosti jak to dělat: bud’ si u každého prvku nebudete pamatovat v̊ubec nic, nebo si u každého

prvku budete pamatovat jak daleko je od svého hashe.

Řešeńı

Projdeme celý řetězec, a přesouváme dozadu (pokud můžeme – může se stát, že přesunut́ım by se prvek bud’

přesunul před sv̊uj hash). Bez poznámek muśıme spoč́ıtat všechny hashe, s č́ısly stač́ı koukat na č́ısla. (Ještě

lépe to umı́ Robin Hood [
”
zbojnické“] hashováńı, které vzdálenosti použ́ıvá i u insertu.)

Úloha 2 (FKS (Fredman, Komlós, Szemerédi))

Ukážeme si konstrukci (statické) hashovaćı tabulky pro podmnožinu S univerza U , která nemá žádné kolize. Na

přednášce jste měli konstrukci, která potřebovala Ω(n2) paměti (přesněji pamět’ových buněk). My to zvládneme

s lineárńım počtem pamět’ových buněk (za předpokladu, že můžeme mı́t zcela náhodnou hashovaćı funkci, tu

dokážeme sestrojit a samplovat v konstantńım čase a že si ji dokážeme pamatovat v konstantńım prostoru)1.

Proces stavby tabulky bude prob́ıhat následovně: budeme stavět dvě úrovně. V prvńı úrovni si zcela náhodnou

hashovaćı funkćı f rozděĺıme prvky S do kybĺık̊u B1, . . . , Bn (a označ́ıme si bi := |Bi|). V druhé úrovni pak

postav́ıme bezkolizńı tabulku pomoćı konstrukce z přednášky.

Začneme s prvńı úrovńı. V konstantńım čase si vybereme náhodnou hashovaćı funkci f : U → [n], a tou rozděĺıme

S do kybĺık̊u. Toto opakujeme, dokud neplat́ı, že
∑n

i=1 b
2
i ≤ βn pro β = 4.

Chceme ukázat, že tento krok budeme ve středńı hodnotě opakovat nejvýše dvakrát. Označme jako C počet

koliźı.

1. Určete E[C].

2. Určete C v závislosti na bi.

3. Na základě předchoźıch dvou hodnot určete E[
∑n

i=1 b
2
i ].

4. Aplikujte Markovovu nerovnost na náhodnou veličinu X =
∑n

i=1 b
2
i s vhodnou hodnotou, abychom dostali

požadovaný výsledek. (Taky se bude hodit středńı hodnota geometrického rozděleńı.)

Ve druhé úrovni pro každé i ∈ [n] voĺıme v i-tém kybĺıku univerzálńı hashovaćı funkci gi : U → [αb2i ] pro α = 2.

Toto opakujeme, dokud neńı prostá pro prvky v kybĺıku Bi.

Označme jako Cx počet koliźı kĺıče x ∈ Bi na druhé úrovni.

1. Shora odhadněte E[Cx].

2. Použijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravděpodobnost existence prvku

aspoň s jednou koliźı.

3. Kolikrát budeme muset proces opakovat? ([Sem si vložte si svou obĺıbenou poznámku o středńı hodnotě

geometrického rozděleńı.])

Řešeńı

Prvńı část:

1. Eh[C] =
∑

x ̸=y∈S Pr[h(x) = h(y)] =
(
n
2

)
1
n = n−1

2

2. C =
∑n

i=1

(
bi
2

)
⇝ 2C =

∑n
i=1(b

2
i − bi) =

∑n
i=1(b

2
i )− n⇝

∑n
i=1 b

2
i = 2C + n.

3. E[b2i ] = 2E[C] = 2n− 1

4. Pr[X ≥ 4n] ≤ 2n−1
4n ≤ 1

2 , a tedy ve středńı hodnotě budeme potřebovat 2 pokusy, než najdeme vhodnou

funkci.

1Totéž jde udělat s rozumně univerzálńı funkćı, tohle je jenom pro jednoduchost.
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Druhá část:

1. E[Cx] ≤ bi
αb2i

= 1
αbi

.

2. Označ́ıme C ′ =
∑

x∈Bi
Cx, pak Pr[C ′ ≥ 1] ≤

∑
x∈Bi

Pr[Cx ≥ 1] ≤
∑

x∈Bi

1
αbi

= 1
α .

3. Ve středńı hodnotě tedy potřebujeme α = 2 pokusy pro nalezeńı vhodné funkce.

Bonusové úlohy

Úloha 3 (Něco
”
praktičtěǰśıho“)

Při hashováńı často poč́ıtáme modulo, ale to se přelož́ı do strojového kódu jako operace idiv, která je hodně

drahá (latence pro 64 bitová č́ısla může být, dle procesoru, klidně i řádově deśıtky cykl̊u). Existuj́ı ale speciálńı

prvoč́ısla, tzv. Mersennova, pro které to jde rychleji. Ta maj́ı tvar p = 2s − 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoč́ıslo jen pomoćı bitových operaćı (bitshift, bitwise and/or),

sč́ıtáńı, odč́ıtáńı a porovnáváńı (obecně rychlých operaćı).

Řešeńı

Chceme spoč́ıtat k mod p, p = 2s − 1. Stač́ı vźıt i = (k & p) + (k >> s), a vrátit if i >= p then i-p

else i. Tohle předpokládá k ≤ 22s − 1, jinak bude potřeba poč́ıtat rekurzivně.

Proč? Rozděĺıme k = x · 2s + r ≡2s−1 x+ r, kde r źıskáme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydělili 2s.


