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Uloha 1 (Delete v linedrnim piidévéni bez nahrobkil)

Na prednésce jste vidéli, jak implementovat operaci delete pro hashovani s linearnim pfiddvanim pomoci
nédhrobku. Navrhnéte, jak toto implementovat bez ndhrobku.

Mite dvé moznosti jak to délat: bud si u kazdého prvku nebudete pamatovat viibec nic, nebo si u kazdého
prvku budete pamatovat jak daleko je od svého hashe.

Reseni

Projdeme cely fetézec, a presouvdme dozadu (pokud miizeme — muZe se stdt, ze pfesunutim by se prvek bud
presunul pred svij hash). Bez pozndmek musime spoéitat vSechny hashe, s ¢isly staci koukat na éisla. (Jeste
lépe to umi Robin Hood [,zbojnické“] hashovani, které vzdalenosti pouziva i u insertu.)

Uloha 2 (FKS (Fredman, Komlds, Szemerédi))

Ukéazeme si konstrukei (statické) hashovaci tabulky pro podmnozinu S univerza U, kterd nema zadné kolize. Na
prednésce jste méli konstrukei, kterd pottebovala (n?) paméti (piesnéji pamétovych bunék). My to zvladneme
s linedrnfm poétem pamétovych bunék (za predpokladu, Ze miZeme mit zcela ndhodnou hashovaci funkei, tu
dokéazeme sestrojit a samplovat v konstantnim case a ze si ji dokdzeme pamatovat v konstantnim prostoru)lﬂ
Proces stavby tabulky bude probihat nasledovné: budeme stavét dvé drovné. V prvni trovni si zcela ndhodnou
hashovaci funkei f rozdélime prvky S do kybliku By,..., B, (a ozna¢ime si b; := |B;|). V druhé drovni pak
postavime bezkolizni tabulku pomoci konstrukce z prednasky.

Zagneme s prvni trovni. V konstantnim case si vybereme ndhodnou hashovaci funkei f : U — [n], a tou rozdélime
S do kybliku. Toto opakujeme, dokud neplati, ze Z?:l b? < fBn pro 8 = 4.

Chceme ukézat, ze tento krok budeme ve stfedni hodnoté opakovat nejvyse dvakrat. Ozna¢me jako C' pocet
kolizi.

1. Urcete E[C].
2. Urcete C' v zavislosti na b;.

3. Na zdkladé predchozich dvou hodnot uréete E[> | b7].

i=1"1

4. Aplikujte Markovovu nerovnost na ndhodnou veli¢inu X = >"" b? s vhodnou hodnotou, abychom dostali

pozadovany vysledek. (Taky se bude hodit stfedni hodnota geometrického rozdéleni.)

Ve druhé trovni pro kazdé i € [n] volime v i-tém kybliku univerzalni hashovac{ funkci g; : U — [ab?] pro a = 2.
Toto opakujeme, dokud neni prosté pro prvky v kybliku B;.
Oznacme jako C, pocet kolizi klice x € B; na druhé turovni.

1. Shora odhadnéte E[C,].

2. Pouzijte Markovovu nerovnost a union bound, abyste shora odhadli pravdépodobnost existence prvku
aspon s jednou kolizi.

3. Kolikrat budeme muset proces opakovat? ([Sem si vlozte si svou oblibenou pozndmku o stiedni hodnoté
geometrického rozdéleni.])

Reseni
Prvni c¢ast:

L E4[C] = ¥, 4yes Prin(@) = h(y)] = (3) 5 = "3*
2.C0=%", (bj) ~ 20 = 300 (07 = bi) = 30, (0F) — o~ 300 bF = 2C + .
3. E[b?] = 2E[C] = 2n— 1

4. Pr[X > 4n] < QZ;I < %, a tedy ve stfedni hodnoté budeme potiebovat 2 pokusy, nez najdeme vhodnou

funkei.

1Totéz jde udélat s rozumné univerzalni funkci, tohle je jenom pro jednoduchost.
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Druhd c¢ést:

1. E[C,] < by = L.

— abf ab;

2. Oznacime C' =3 p Cp, pak Pr[C" > 1] <37 p Pr[C, > 1] <30 5 £ =1

e

3. Ve stiedni hodnoté tedy potfebujeme o = 2 pokusy pro nalezeni vhodné funkce.

Bonusové tlohy

Uloha 3 (Néco ,praktictéjstho®)

Pii hashovéni ¢asto pocitame modulo, ale to se prelozi do strojového kodu jako operace idiv, kterad je hodné
drahd (latence pro 64 bitovd ¢isla muze byt, dle procesoru, klidné i fadové desitky cyklu). Existuji ale specidln{
prvocisla, tzv. Mersennova, pro které to jde rychleji. Ta maji tvar p = 2° — 1.

Zkuste naimplementovat modulo Mersennovo prvoéislo jen pomoci bitovych operaci (bitshift, bitwise and/or),
s¢éitani, odéitdni a porovndvéni (obecné rychlych operac).

Reseni

Chceme spocitat £k mod p,p = 2° — 1. Staci vzit 1 = (k & p) + (k > s), a vratit if i >= p then i-p
else i. Tohle piedpoklad4d k < 225 — 1, jinak bude potieba poéitat rekurzivné.

Pro¢? Rozdélime k = x - 2° 4+ r =9s_1 x + r, kde r ziskdme bitmaskou, a k jsme bitshiftem vydélili 25.



