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Véta. Tabulkové hashovani je 3-nezdavislé.

Uloha 1 (Tuhle vétu si dokdzeme)

Dokazte piedchazejici vétu s nasledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5,x # y # 2z # = € 7Y, a pouzivejme
tabulkové hashovani s d ¢éstmi. Pak chceme ukdzat, Ze Prpey[h(z) =a Ah(y) =bAh(z) = < L.
(a) Prvné si uvédomme, ze pokud mdme jen jednu ¢ést, a tedy jednu tabulku, tvrzen{ je trividlni.

Déle méjme alespon dveé ¢dsti. Protoze x,y, z jsou rtizné, musi se (po dvou) lisit alespon v jedné ¢asti.

(b) Prvné prozkoumejme piipad, kdy existuje ¢dst i, ze x%,y*, z* jsou viechny rizné. Méjme jakkoliv zvolené
ostatni tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti muzeme zvolit funkci pro tabulku T; tak, ze
h(z) = a,h(y) =b,h(z) = c?

(c) Jinak existujf (BUNO) ¢asti 4, 7 takové, ze 2° = ¥ # y' a ¢! = 27 # 27. Potom mame nésledujici soustavu
rovnic, kde v, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

Tile) @ Tl ® v, =a
Tily'l @ T;[y’] ® vy = b

T2 @ T[] Pv, =c

Opét si predstavime, Ze v, vy, v, uz zname. S jakou pravdépodobnosti budou nahodné volené tabulky 75,7}
spliiovat tuto soustavu rovnic?
(d) Uvedomte si, ze toto staci.

Lemma. Necht F je c-univerzilni rodina funkei f : U — [r], G je (2, d)-nezavisld rodina funkei g : [r] — [m].
Pak H=FoG={fog:feF,geq}je(2)nezdvisld, kde ¢ =d- (<2 +1).

Diikaz. Méjme x1 # xa,11,12 € [m] a uvdzime jevy M - match: h(z1) = g(f(x1)) = i1, h(z2) = iz a C - kolize:
f(z1) = f(x2). Pak Pr[M] = Pr[M A—C]+Pr[M AC] = Pr[M|~C]-Pr[-C]+Pr[M|C]-Pr[C] < -4 1+ 4. £ =
o(=41)

— . &)

Tvrzeni. Pro prvocislo p a délku vektoru d definujeme t¥idu hashovacich funkei R = {hqs: a € Z,}, kde
he(x) = Z?;OI ziy1a’. (Bereme z € Z¢, indexujeme od jednicky.) Pak R je d-univerzalni, a R o L je (2,5/2)-
nezvisly systém, mame-li p > 4dm, kde £ = {hy(z) = (ax +b mod p) mod m: a,b € Z,}.

Uloha 2 (I tohle si dokazeme)

Dokazte predchézejici tvrzeni. Zatneme s univerzalitou. Chceme tedy dokézat, ze pro kazda dvé slova x # y € Zg
je Pro[Siy wipral = Y000 yiaal] < 4.

Hint:plou fiyplou woy 29snyz — nuatoy p ashialou puws p gudnis woufijod fipzvy oz vyt fiiqabp D20 2UpvIYDY
Déle pouzijeme lemma, které jsme si dokdzali spoleéné na zacdtku hodiny, a fakt z pfedndsky, ze L je (2,2)-
nezavisly systém pro p > 4m. Tim jsme uz vse dokézali.

Uloha 3 (Univerzalni modulo miize rozbit univerzalitu)

Ukazte, Ze pokud mdme univerzdlni systém hashovacich funkci H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic pfiddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formalné: Dokazte, ze pro kazdé c a m > 1 existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz nen{ c-univerzalni.

Reseni
Uvazme H; z piedchoz{ tlohy - pak H; mod m nemuze byt c-univerzalni, protoze dokud m < |U|, pak prvky
1 am+ 1 se vzdycky zobrazi na tentyz prvek 1.

Uloha 4 (Vyhleddvéni jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni vSech vyskytu podietézce x délky n v textu 1" délky m pomoci hashovani,
ktery bézi v prumérném case (tj. ve sttedni hodnoté) O(n +m + k - n), kde k je pocet vyskytu x v T.
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Reseni

Rabin-Karp s Rolling hashem, ¢as: mame m ¢asu na projiti fetézce, v kazdém kroku udélame konstantni ipravu
hashe a zkontrolujeme, ze neni stejny. Pokud je hash stejny, zkontrolujeme cely string. Protoze mame hashovani
do néjakého Z,,, pravdépodobnost kolize je d/p, a tedy celkem mame ve stfedni hodnoté asi (k + md/p) kolizi.
Pokud ale zvolime p > m - d (nebo obecné staci p € Q(m - d)), mdme konstantné mnoho falesnych kolizi ve
sttedni hodnoté.



