10. cviceni
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Véta. Tabulkové hashovani je 3-nezdavislé.

Uloha 1 (Tuhle vétu si dokdzeme)

Dokazte piedchazejici vétu s nasledujicim postupem. Méjme a,b,c € Z5,x # y # 2z # = € 7Y, a pouzivejme
tabulkové hashovani s d ¢éstmi. Pak chceme ukdzat, Ze Prpey[h(z) =a Ah(y) =bAh(z) = < L.
(a) Prvné si uvédomme, ze pokud mdme jen jednu ¢ést, a tedy jednu tabulku, tvrzen{ je trividlni.

Déle méjme alespon dveé ¢dsti. Protoze x,y, z jsou rtizné, musi se (po dvou) lisit alespon v jedné ¢asti.

(b) Prvné prozkoumejme piipad, kdy existuje ¢dst i, ze x%,y*, z* jsou viechny rizné. Méjme jakkoliv zvolené
ostatni tabulky, kromé tabulky T;. S jakou pravdépodobnosti muzeme zvolit funkci pro tabulku T; tak, ze
h(z) = a,h(y) =b,h(z) = c?

(c) Jinak existujf (BUNO) ¢asti 4, 7 takové, ze 2° = ¥ # y' a ¢! = 27 # 27. Potom mame nésledujici soustavu
rovnic, kde v, vy, v, jsou vyXORované vysledky z ostatnich tabulek:

Tile) @ Tl ® v, =a
Tily'l @ T;[y’] ® vy = b

T2 @ T[] Pv, =c

Opét si predstavime, Ze v, vy, v, uz zname. S jakou pravdépodobnosti budou nahodné volené tabulky 75,7}
spliiovat tuto soustavu rovnic?
(d) Uvedomte si, ze toto staci.

Lemma. Necht F je c-univerzilni rodina funkei f : U — [r], G je (2, d)-nezavisld rodina funkei g : [r] — [m].
Pak H=FoG={fog:feF,geq}je(2)nezdvisld, kde ¢ =d- (<2 +1).

Tvrzeni. Pro prvoéislo p a délku vektoru d definujeme t¥idu hashovacich funkei R = {h,: a € Z,}, kde
ha(z) = Z;i;ol ziy10’. (Bereme z € Z¢, indexujeme od jednicky.) Pak R je d-univerzalni, a R o L je (2,5/2)-
nezavisly systém, mame-li p > 4dm, kde L = {hq () = (az +b mod p) mod m: a,b € Zy}.

Uloha 2 (I tohle si dokdzeme)

Dokazte predchéazejici tvrzeni. Za¢neme s univerzalitou. Chceme tedy dokazat, ze pro kazdéd dvé slova x # y € Zg
je Pro[S0 g wipial = Y00 yinal] < %

Hint:plou fiyplou wny 93snyz — nuasoy p ashialou pur p gudnis woufijod fipzy oz vyt fiiqabyp D20 WUPDIYDY
Déle pouzijeme lemma, které jsme si dokdzali spoletné na zacdtku hodiny, a fakt z pfedndsky, ze L je (2,2)-
nezavisly systém pro p > 4m. Tim jsme uz vse dokazali.

Uloha 3 (Univerzalni modulo mize rozbit univerzalitu)

Ukazte, ze pokud mdme univerzdlni systém hashovacich funkei H, pak systém H’, kde ke kazdé fci navic priddme
modulo m, uz nemusi byt univerzalni. Formalné: Dokazte, ze pro kazdé c a m > 1 existuje univerzum U a systém
H z U do U tak, ze H je univerzalni, ale H' uz nen{ c-univerzalni.

Uloha 4 (Vyhleddvéni jehly v textu)
Vymyslete algoritmus na nalezeni viech vyskytu podietézce x délky n v textu T délky m pomoci hashovanti,
ktery bézi v prumérném c¢ase (tj. ve sttedni hodnoté) O(n +m + k - n), kde k je pocet vyskytu x v T.
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