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Tyto úkoly jsou čistě bonusové a tedy se nepoč́ıtaj́ı do maxima bod̊u. Máte na ně čas až do konce ledna. Pokud
byste ještě potřebovali v́ıc času, napǐste mi, a čas vám prodlouž́ım (ale nejpozději do konce zkouškového). Po
posledńım cvičeńı přidám ještě pár daľśıch bonusových úkol̊u.

Úloha 1 (Co jsem dělal špatně?)
Napǐste mi, co jsem na cvičeńıch dělal špatně, abych to mohl do budoucna zlepšit. [1 bonusový bod]

Úloha 2 (Kruhy v rovině)
Dokažte, že máme-li v rovině nakreslené kruhy K1, . . . ,Kn ⊂ R2 tak, že každé dva kruhy se nejvýše dotýkaj́ı (tj.
nemaj́ı žádný, nebo maj́ı právě jeden společný bod), pak graf G = ({K1, . . . ,Kn}, {{Ki,Kj} : Ki ∩Kj ̸= ∅}) je
rovinný. [2 bonusové body]

Úloha 3 (Chybný d̊ukaz)
Tvrzeńı: Každé přirozené č́ıslo n > 1 má (až na pořad́ı činitel̊u) jednoznačný prvoč́ıselný rozklad. (Např́ıklad
č́ıslo 30 má prvoč́ıselný rozklad f(30) = 2 · 3 · 5.)

D̊ukaz silnou indukćı: Báze: Č́ıslo 2 má pouze jeden prvoč́ıselný rozklad, f(2) = 2.
Indukčńı krok: Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro každé k takové, že 1 < k < n. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

� n je prvoč́ıslo, pak má jediný prvoč́ıselný rozklad: f(n) = n.

� n je složené č́ıslo, tedy existuj́ı a, b ∈ N : n = a·b. Z indukčńıho předpokladu maj́ı č́ısla a, b své jednoznačné
prvoč́ıselné rozklady f(a) =

∏
i pi, f(b) =

∏
qj . Pak n má jednoznačný prvoč́ıselný rozklad f(n) =

∏
i pi ·∏

j qj (až na pořad́ı činitel̊u).

Pozor: tohle tvrzeńı samo o sobě plat́ı, jen tento d̊ukaz neńı správně. Neńı potřeba, abyste d̊ukaz opravili, stač́ı
v něm naj́ıt chybu. Když nebudete vědět, napǐste mi e-mail s t́ım, v čem chyba určitě neńı a co se vám třeba
zdá podezřelé, a já vám pošlu hint. [4 bonusové body]

Úloha 4 (Součet vzdálenost́ı od jednoho vrcholu v hyperkrychli)
Uvažme graf Hn – n-dimenzionálńı hyperkrychli definovanou následovně:

� vrcholy Hn jsou n-bitové řetězce nul a jedniček (tedy Hn má 2n vrchol̊u),

� u, v ∈ V (Hn) jsou spojeny hranou, právě když se oba řetězce lǐśı právě v jedné pozici.

(Tedy H2 je izomorfńı s C4, H4 je teserakt, který jste mohli vidět na cvičeńı 14. prosince.)
Označme v = 0n řetězec délky n obsahuj́ıćı samé nuly a připomeňme, že d : V (Hn) × V (Hn) → R označuje
vzdálenost v grafu. Určete

∑
u∈V (Hn)

d(u, v) (tj. součet vzdálenost́ı všech vrchol̊u od v). [3 bonusové body]

Úloha 5 (Cesta doprostřed jiné cesty)
Necht’ G = (V,E) je graf bez izolovaných vrchol̊u a S je množina podgraf̊u G taková, že ∀P ∈ S∃n ∈ N : P ∼= Pn

a zároveň ∀P, P ′ ∈ S : P ̸= P ′ ⇒ E(P ) ∩ E(P ′) = ∅. (Tj. S je rozklad G na hranově disjunktńı cesty.)
Dokažte, že je-li S mohutnost́ı nejmenš́ı taková, že splňuje podmı́nky z předchoźıho odstavce, a nav́ıc ze všech
takových maximalizuje

∑
P∈S |E(P )|2, pak pro všechny cesty P,Q ∈ S takové, že |E(P )| ≤ |E(Q)| plat́ı, že ani

jeden ze dvou vrchol̊u stupně 1 cesty Q nepatř́ı do vrchol̊u cesty P . [3 bonusové body]

Úloha 6
Ukažte, že v každém souvislém grafu G = (V,E) na alespoň třech vrcholech existuj́ı vrcholy u, v takové, že
všechny tři podgrafy indukované množinami V \ {u}, V \ {v}, V \ {u, v} jsou souvislé. [2 bonusové body]
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