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Tyto tkoly jsou Cisté bonusové a tedy se nepocitaji do maxima bodu. Mate na né ¢as az do konce ledna. Pokud
byste jesté potfebovali vic ¢asu, napiste mi, a ¢as vdm prodlouzim (ale nejpozdéji do konce zkouskového). Po
poslednim cvic¢eni ptidam jesté par dalsich bonusovych tkola.

Uloha 1 (Co jsem délal spatné?)
Napiste mi, co jsem na cvic¢enich délal §patné, abych to mohl do budoucna zlepsit. [1 bonusovy bod]

Uloha 2 (Kruhy v roving)

Dokaite, ze mame-li v roviné nakreslené kruhy K1, ..., K,, C R? tak, Ze kazdé dva kruhy se nejvyse dotykajf (tj.
nemaji zddny, nebo maji pravé jeden spoleény bod), pak graf G = ({K1,..., K, }, {{K;, K,} : K, NK; # 0}) je
rovinny. [2 bonusové body]

Uloha 3 (Chybny ditkaz)
Turzeni: Kazdé prirozené ¢islo n > 1 mé (az na potad{ ¢initelu) jednoznacny prvoéiselny rozklad. (Naptiklad
¢islo 30 mé prvociselny rozklad f(30) =2-3-5.)

Diikaz silnou induket: Béze: Cislo 2 mé pouze jeden prvoéiselny rozklad, f (2) =2.
Indukéni krok: Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro kazdé k takové, ze 1 < k < n. Rozlisime dva ptipady:

e 1 je prvocislo, pak m4 jediny prvociselny rozklad: f(n) = n.

e 1 je slozené ¢islo, tedy existuji a,b € N : n = a-b. Z indukéniho predpokladu maji ¢éisla a, b své jednoznaéné
prvociselné rozklady f(a) = [[, pi, f(b) = [[ ¢;. Pak n mé jednoznacny prvociselny rozklad f(n) =[], p; -
[1; ¢; (az na poradi ¢initeltr).

Pozor: tohle tvrzeni samo o sobé plati, jen tento dikaz neni spravné. Neni potieba, abyste dukaz opravili, staci
v ném najit chybu. Kdyz nebudete védét, napiste mi e-mail s tim, v ¢em chyba urcité neni a co se vam tieba
zd4 podezielé, a j4 vam poslu hint. [4 bonusové body]

Uloha 4 (Souéet vzdalenosti od jednoho vrcholu v hyperkrychli)
Uvazme graf H, — n-dimenzionalni hyperkrychli definovanou nasledovneé:

e vrcholy H,, jsou n-bitové fetézce nul a jednicek (tedy H,, m4 2" vrcholu),
e u,v € V(H,) jsou spojeny hranou, pravé kdyz se oba fetézce lis{ pravé v jedné pozici.

(Tedy Hs je izomortni s Cy, Hy je teserakt, ktery jste mohli vidét na cviceni 14. prosince.)
Ozna¢me v = 0" Fetézec délky n obsahujici samé nuly a pfipomenme, ze d : V(H,) x V(H,) — R oznacuje
vzdélenost v grafu. Urcete >, ey, ) d(u,v) (tj. soucet vzdalenosti vsech vrcholi od v). [3 bonusové body]

Uloha 5 (Cesta doprostied jiné cesty)

Necht G = (V, E) je graf bez izolovanych vrcholt a S je mnozina podgrafu G takovd, ze VP € SIn e N: P = P,
a zérovel VP,P' € S§: P # P' = E(P)N E(P') = 0. (Tj. S je rozklad G na hranové disjunktni cesty.)
Dokazte, ze je-li & mohutnosti nejmensi takova, ze spliiuje podminky z predchoziho odstavce, a navic ze vSech
takovych maximalizuje Y p.q |[E(P)[?, pak pro viechny cesty P,Q € S takové, ze |E(P)| < |E(Q)| plati, Ze ani
jeden ze dvou vrcholu stupné 1 cesty () nepatif do vrcholu cesty P. [3 bonusové body]

Uloha 6
Ukazte, ze v kazdém souvislém grafu G = (V, E) na alesponi tfech vrcholech existuji vrcholy w,v takové, ze
v8echny t¥i podgrafy indukované mnozinami V' \ {u}, V' \ {v},V \ {u, v} jsou souvislé.  [2 bonusové body]
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