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Uloha 1 (Skoro-tiplné grafy)
Dokazte, ze pro kazdé n jsou vSechny (n — 2)-reguldrni grafy na n vrcholech navzdjem izomorfni. [3]

Uloha 2 (Line graphy a eulerovskost)

Jako line graph grafu G = (V, E) definujeme graf L(G) = (E, X), kde X = {{e1,e2} € (}23) cerNex # 0}
Slovné: line graph L(G) grafu G je graf, jehoz vrcholy jsou hrany puvodniho grafu G a dva vrcholy line graphu
(hrany v G) jsou spojeny hranou v L(G), pokud v grafu G sdileji vrchol.

Ukazte, ze kdyz je graf G eulerovsky, pak i jeho line graph L(G) je eulerovsky.

Hint: mdte vétu z predndsky, kterd charakterizuje eulerovské grafy, tak tu vétu vyuiijte. [4]

Uloha 3 (d-regularita grafu i dopliiku)

Dokazte, ze pokud graf G i jeho doplnék G jsou oba d-regularni, pak majf lichy pocet vrcholi.

Hint: zacnéte s tim, Ze ukdzete, Ze pokud je G k-reguldrni, pak G je {-reguldrni (pro néjaké £)

Samoziejmé miizete tvrzeni dokazovat i jinak. [3]

Definice 1 (Metrika) §
Méjme mnozinu M a funkci d : M x M — R. Rekneme, ze f je metrika, pokud spliuje nasledujici vlastnosti:

1. Va,y € M : d(x,y) > 0 a navic rovnost plati, pravée kdyz = = y.
(Vzdélenosti jsou nezdporné, a pro rozdilné body jsou kladné.)

2. Ve,y e M : d(z,y) = d(y, x)
(Vzdélenost z = do y je tatdz jako z y do x.)

3. Va,y,z € M :d(z,y) +d(y,z) > d(z, 2)
(Trojthelnikova nerovnost: kdyz jdu z x do z piimo, nemuze to byt delsi nez kdyz ptjdu pres y.)

Definice 2 (Matice sousednosti)

Matice sousednosti grafu G = ({vi,va,...,vn}, E) je matice A € {0,1}"*", kde a;; = 1, pokud {v;,v;} € E a
Q5 = 0 jinak.

Definice 3 (Souvislost)

Graf G je souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) existuje cesta v G s krajnimi vrcholy u a v.

Definice 4 (Tahy)

Posloupnost (vg, e1,v1, €2, ...,vy,) je tah v grafu G, jestlize Vi € [n] : v; # v;—1,Vi € [n] : e; = {v;—1,v;},Vi,j €
[n] 14 # 7 = e; # e; (tedy se jednd o posloupnost stfidavé vrcholu a hran takovou, ze hrana je vzdy mezi dvéma
vrcholy, které spojuje a zddnd hrana se v tahu nevyskytuje dvakrat).

Tah je uzavreny, jestlize vg = v,.

Tah je eulerovsky, jestlize se v ném kazda hrana vyskytuje aspon jednou (tedy pravé jednou).

Véta 1 (O eulerovskych grafech)
Souvisly graf je eulerovsky (tj. mé uzavieny eulerovsky tah), pravé kdyz mé vSechny stupné sudé.

Definice 5 (Regularita)
Rekneme, ze graf G je k-regularni, jestlize kazdy jeho vrchol mé stupen k.

Definice 6 (Hamiltonovskd kruznice)
Hamiltonovska kruznice grafu G je kruznice, kterd je podgrafem grafu G a ziroven obsahuje vSechny jeho
vrcholy.

Véta 2 (Karp, 1972)

Je NP-tézké rozhodnout, zda md dany graf G Hamiltonovskou kruznici. (Tedy nezndme zddny algoritmus, ktery
by ji byl schopen nalézt v polynomalnim case a obecné se ma za to, ze takovy algoritmus nejspis neexistuje.
Pokud nam ale nékdo néjakou Hamiltonovskou kruznici predlozi, tak v polynomidlnim ¢ase snadno ovérime, ze
se opravdu o Hamiltonovskou kruznici jedn4.)
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