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Úloha 1 (Poč́ıtáme dvěma zp̊usoby)
Ve fotbalovém turnaji se utkalo n mužstev. Každé hrálo s každým právě jednou, přičemž ani jednou nedošlo k
remı́ze. Označme si Wi počet výher mužstva i a Li počet proher druhého mužstva i.
Ukažte, že

∑n
i=1 Wi =

∑n
i=1 Li.

Definice 1 (Graf a jeho doplněk, stupeň vrcholu)
Graf G je uspořádaná dvojice (V,E), kde V je (neprázdná) množina vrchol̊u a E ⊆

(
V
2

)
je množina hran.

Doplněk grafu G je graf G = (V,E), kde E =
(
V
2

)
\ E.

Řekneme, že stupeň vrcholu v ∈ V v grafu G (značeno degG(v)) je počet hran, jež jsou s v incidentńı (tj. v
obsahuj́ı).

Definice 2 (Izomorfismus graf̊u)
Ř́ıkáme, že grafy G = (VG, EG), H = (VH , EH) jsou izomorfńı (značeno G ∼= H), jestliže existuje bijekce
f : VG → VH taková, že ∀u, v ∈ VG : ({u, v} ∈ EG ⇔ {f(u), f(v)} ∈ EH) (tj. zobrazeńı mezi vrcholy G a H,
které zároveň zachovává hrany). Takovému zobrazeńı ř́ıkáme izomorfismus graf̊u.

Úloha 2 (Izomorfńı grafy)
Rozhodněte, zda jsou následuj́ıćı grafy izomorfńı.

G1 G2
G3

Úloha 3 (Izomorfńı standardńı grafy)
Které ze

”
standardńıch“ graf̊u Kn, In, Pn, Cn,Km,n jsou izomorfńı?

Pro připomenut́ı:

• Kn = ([n],
(
[n]
2

)
) - úplný graf na n vrcholech

• In = ([n], ∅) - nezávislá množina na n vrcholech

• Pn = ([n + 1], {{i, i + 1} : i ∈ [n]}) cesta délky n na n + 1 vrcholech

• Cn = ([n], {{i, i + 1} : i ∈ [n− 1]} ∪ {{1, n}}) - cyklus na n vrcholech

• Km,n = ({a1, . . . , am}∪{b1, . . . , bn}, {{ai, bj} : i ∈ [m], b ∈ [n]}) - úplný bipartitńı graf s partitami velikosti
m a n.

Úloha 4
Dokažte, že dva grafy jsou izomorfńı, právě když jejich doplňky jsou izomorfńı.

Definice 3 (Bipartitńı graf)
Řekneme, že graf G = (V,E) je bipartitńı, pokud existuj́ı disjunktńı množiny V1, V2 takové, že V1 ∪ V2 = V a
mezi žádnými dvěma vrcholy ze stejné množiny nevede hrana. Množiny V1, V2 nazýváme partity.

Úloha 5 (Bipartitńı doplněk bipartitńıho grafu)
Existuje bipartitńı graf na alespoň pěti vrcholech, jehož doplněk je také bipartitńı?

Definice 4 (Podgraf, indukovaný podgraf)
Řekneme, že H = (VH , EH) je

• podgrafem grafu G = (VG, EG), pokud VH ⊆ VG a EH ⊆
(
VH

2

)
∩ EG

• indukovaným podgrafem grafu G = (VG, EG), pokud VH ⊆ VG a EH =
(
VH

2

)
∩ EG

Úloha 6
Ukažte, že když G obsahuje lichý cyklus jako podgraf, tak potom obsahuje také nějaký lichý cyklus jako indu-
kovaný podgraf.
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Bonusové úlohy

Úloha 7 (Přátelstv́ı)
Uvědomte si, že na Facebooku je sudý počet lid́ı s lichým počtem přátel.
(Může se vám hodit princip sudosti z přednášky.)

Úloha 8 (Izomorfismus doplňku)
Najděte nějaký graf (na v́ıce než jednom vrcholu), který je izomorfńı svému doplňku.

Úloha 9
Popǐste všechny grafy, které jako podgraf neobsahuj́ı

• cestu délky 2

• cestu délky 3


