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Úloha 0 (Množiny z minula)
Pro obecné množiny A,B doplňte mı́sto podtrž́ıtek vždy jedno z ⊂, ⊃, =:

a) P(A ∪B) P(A) ∪ P(B) b) P(A ∩B) P(A) ∩ P(B)

Důkazy

Úloha 1 (Vzorečky)
Dokažte matematickou indukćı platnost následuj́ıćıch vztah̊u pro každé n ∈ N:

a)
n∑

i=1

i = 1
2n(n + 1) b)

n∑
i=1

i2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1)

Úloha 2 (Čokoláda)
Uvažte tabulku čokolády o m× n d́ılćıch. Určete, kolikrát budete muset nějakou část čokolády rozlomit na dvě
menš́ı části než dostanete mn jednotlivých d́ılk̊u.
Záviśı výsledný počet lámáńı na zvoleném postupu?

Úloha 3 (Chybný d̊ukaz)
Najděte chybu v d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı: Všichni koně maj́ı stejnou barvu.

D̊ukaz. Důkaz povedeme indukćı podle počtu końı (označ́ıme jej n).
Báze: n = 1 – jeden k̊uň má jistě stejnou barvu jako on sám.
Indukčńı krok: Nyńı mějme n ≥ 2, předpokládáme platnost pro n− 1 a označme si koně K1, . . . ,Kn. Uváž́ıme
prvńıch n−1 końı K1, . . . ,Kn−1, kteř́ı z indukčńıho předpokladu maj́ı stejnou barvu. Stejně tak posledńıch n−1
końı K2, . . . ,Kn−1,Kn má z indukčńıho předpokladu stejnou barvu. Ovšem k̊uň Kn−1 byl v obou skupinách, a
tedy všech n końı muśı mı́t stejnou barvu.

Úloha 4 (Šachovnice bez poĺıčka)
Na šachovnici 2n × 2n chyb́ı jedno libovolné poĺıčko. Ukažte, že zbylou plochu lze vydláždit dlaždicemi tvaru L,
které zab́ıraj́ı tři poĺıčka.

Úloha 5 (Iracionalita
√

2)
Dokažte, že

√
2 je iracionálńı č́ıslo.

Úloha 6 (Fibonacci)
Posloupnost Fibonacciho č́ısel je definována následovně: F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 +Fn−2 pro n ≥ 2. Dokažte,
že pro každé n ∈ N plat́ı:

a)
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1, b) Fn ≤ ( 1+
√
5

2 )n−1, c) 2|Fn ⇔ 3|n.

Trikověǰśı d̊ukazy

Úloha 7 (Školka u kulatého stolu)
Kolem kulatého stolu sed́ı 22 dět́ı: 11 děvčat a 11 chlapc̊u. Ukažte, že nezávisle na rozsazeńı existuje d́ıtě (ne
nutně chlapec), které sed́ı mezi dvěma děvčaty. Jaká je situace pro 12 děvčat a 10 chlapc̊u, př́ıpadně 10 děvčat
a 12 chlapc̊u?

Úloha 8 (Mravenci na tyči)
Na tyči délky 1 metr je po centimetru rozmı́stěno 101 mravenc̊u. Ti směřuj́ı bud’ vlevo nebo vpravo a pohybuj́ı
se rychlost́ı 1 cm/s. Na tyči je málo mı́sta, takže pokud se dva mravenci potkaj́ı, nemohou se vyhnout, a tedy
se otoč́ı a pokračuj́ı opačným směrem. Když dojdou na okraj tyče, spadnou. Ukažte, že za 101 vteřin na tyči už
jistě nebudou žádńı mravenci.

Úloha 9 (Čokoládová hra)
Dva hráči lámaj́ı čokoládu velikosti 2m × n. Lámáńı má stejná pravidla jako v předchoźı úloze o čokoládě, ale
nav́ıc se nesmı́ odlamovat kousky velikosti 1× 1. Rozhodněte, který z hráč̊u má vyhrávaj́ıćı strategii.
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Úloha 10 (Šachovnice bez roh̊u)
Ze šachovnice velikosti 8× 8 odstrańıme poĺıčka v e dvou protilehlých roźıch. Je nyńı možné pokrýt šachovnici
dominovými kostkami 2× 1?

Úloha 11 (Šachovnice s rohy)
Je možné šachovnici 10× 10 pokrýt T-tetrominy? (T-tetromino je d́ılek skládaj́ıćı se ze čtyř čtverečk̊u ve tvaru
ṕısmene T.)


