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Definice 1 (Rovinny graf)
Graf G je rovinny, jestlize existuje jeho rovinné nakresleni (tj. nakresleni do roviny takové, ze zddné dva oblouky
se vyjma koncovych bodu nedotykaji).

Véta 1 (Eulerova formule, 1752)
Pokud G = (V| E) je souvisly rovinny graf a f je pocet stén néjakého rovinného nakresleni G, pak |V |—|E|+ f =
2.

Dausledek 1 (Dusledky Eulerovy formule)
Pocet stén nakresleni rovinného grafu nezavisi na nakresleni.
Kazdy rovinny graf mé vrchol stupné < 5.

Definice 2 (Podrozdéleni hrany, délen{ grafu)

Je-li G = (V,E) graf, e € E jeho hrana, pak podrozdéleni hrany e = {u,v} je graf G’ = (V U {e},E U
{{e, v}, {u,v}}). (Neformdlné: vezmeme hranu, a nahradime ji cestou.)

Graf H je déleni grafu G, jestlize lze graf H vytvofit z grafu G opakovanim operace podrozdéleni hran.

Véta 2 (Kuratowski, 1930)
Graf je rovinny, pravé kdyz neobsahuje déleni K5 nebo K3 3 jako podgraf.

Definice 3 (d-degenerovanost grafu)

Rekneme, 7e G = (V, E) je d-degenerovany, pokud muzeme vrcholy grafu sefadit do posloupnosti (vy,...,v,)
tak, ze pro kazdé i € [n] plati, Zze v; sousedi s nejvyse d vrcholy z mnoziny {v1,...,v;—1}. (Na posloupnost
se muzeme divat .z druhé strany® jako na pofadi odebirdani vrcholu tak, Ze vzdycky odebirdame vrchol stupné
nejvyse d.)

Definice 4 (Obarveni a chromatické ¢islo grafu)

Necht G = (V, E) je graf. Rekneme, ze ¢ : V' — [k] je (dobré) obarveni grafu G' pomoci k barev, pokud pro
kazdou hranu e = {u, v} plati, ze c(u) # c(v).

Déle chromatické ¢islo grafu G, znacené x(G), je nejmensi pfirozené ¢islo k takové, ze existuje obarveni G
pomoci k barev.

Uloha 0 (Zahrajte si (po cvicenf))

Na adrese https://www.jasondavies. com/planarity/|muzete najit hru, kde mate za tikol rozmotat nakreslenf
grafu, aby bylo rovinné. Pokud chcete ziskat lepsi intuici pro rovinné grafy, je to, fekl bych, celkem zabavny
zpusob :)

Uloha 1 (Je tenhle graf rovinny?)
Rozhodnéte, zda je nasledujici graf rovinny:



https://kam.mff.cuni.cz/~chmel/2021/DM/
https://www.jasondavies.com/planarity/

Uloha 2 (Teserakt, ale ne ten od Marvelu)
Dokazte, ze teserakt @4 (¢tyfdimenziondlni ekvivalent krychle) nen{ rovinny graf.

1101 1111
1001 1011
0101 —0111
0001 0011
0100 0110
0000 — 0010
1100 1110
1000 1010

Uloha 3 (Pocet stén)
Ukazte, ze pocet stén v rovinném nakresleni grafu s alespoii tfemi vrcholy je nejvyse:

e 2n—4
e n — 2, pokud graf neobsahuje zadné trojihelniky

Uloha 4 (Dopliiky rovinnych grafi)
Ukazte, ze doplnék rovinného grafu s 11 vrcholy nemuze byt rovinny a najdéte piiklad co do poétu vrcholu
nejvétstho rovinného grafu, jehoz doplnék je rovinny.

Uloha 5 (Kubické rovinné grafy)
Existuje kubicky (3-reguldrn{) rovinny graf, ktery obsahuje:

e pravé 12 sestitthelnikovych stén?
e pravé 12 pétithelnikovych stén?
e pravé jednu dvacetithelnikovou sténu a k tomu 10 pétithelnikovych stén?

Uloha 6 (Ctyii barvy (nékdy) staci)
Dokazte, ze kazdy rovinny graf bez trojihelniku lze obarvit ¢tyfmi barvami.

Uloha 7 (Barevnost duslu)
Ukazte, ze mé-li rovinny graf sudé stupné, pak je barevnost jeho dudlu rovna dvéma.

Bonusové ulohy

Uloha 8 (Obarvime viechno jako véeli medvidci)
Dokazte, ze pro kazdy graf s maximalnim stupném A plati x(G) < A + 1.
Hint: zkuste to ukdzat pomoci néjakého (jednoduchého hladového) algoritmu.



