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Definice 1 (Orientovany graf, multigraf)

Dvojice Z* = (V, E) je orientovany graf, jestlize E C V x V. Neformélné: graf, jehoz hrany maji smér.

Vstupni stupen (indegree) vrcholu v je pocet hran, které z v vychézeji a vystupni stupen téhoz vrcholu je pocet
hran, které do v vsiupujl'.

Symetrizace grafu G je graf G = (V, E’), kde E' = {{u,v} € (‘2/) : (u,v) € EV (v,u) € E}. (Neformélné: graf,
u kterého zapomeneme orientaci hran, pfipadné protichudné hrany (u,v), (v,u) sloué¢ime do jedné.)

Dvojice G = (V, E) je multigraf, jestlize E je multimnozina neusporddanych dvojic prvku. (Tedy se jednd o
yrozsifeny“ graf, kde mezi dvéma vrcholy muze byt vice hran.)

Véta 1 (Véta o eulerovskych multigrafech)
Bud G multigraf. Pak G je eulerovsky, pravé kdyz G je souvisly a kazdy jeho vrchol m4 sudy stupeii.

Véta 2 (Véta o eulerovskych orientovanych grafech)
Bud G orientovany graf. Pak G je eulerovsky (m4 eulerovsky uzavieny orientovany tah), pravé kdyz symetrizace
G je souvisld a kazdy jeho vrchol mé stejny vstupni a vystupni stupen.

Véta 3 (Cayleyho formule)
Uplny graf K, mé n” 2 riznych koster.

Definice 2 (Kontrakce hrany)

Bud G = (V, E) graf, {u,v} = e € E jeho hrana. Pak grafem G o e (nebo téz G/e) znacime graf, ktery vznikne
z grafu G tim, ze vrcholy u,v nahradime vrcholem w, ktery sousedi se véemi puvodnimi sousedy vrcholu u, v.
(Neformélné: vrcholy u a v ,slepime“ do jednoho vrcholu a ndsobné hrany zapomeneme.)

Casto se kontrakce definuje tak, ze ndsobné hrany nezapomindme, tim padem by vysledkem byl multigraf i se
smyckami.
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Uloha 1 (O poétu listi stromu s vrcholem vysokého stupné)
Dokazte, ze pokud v konetném stromu 7' existuje vrchol stupné k, tak potom 7' ma alespoii k listi.

Uloha 2 (Uréeni poétu koster)

Necht m, n, k jsou pfirozend ¢isla takova, aby pifslusné podilohy dévaly smysl. Uréete pocet koster ndsledujicich

grafu:
a) C, g) Graf obsahujici dva vrcholy w,v spojené tiemi

ruznymi cestami délek m, n a k

b) Cinka, tedy K, spojeny s K, cestou délky k

h) Uplny bipartitni graf Ko

¢) Strom na n vrcholech

i) Graf Gy, propojime-li hranou navic vrcholy u a
v

e) Multigraf G5 z nésledujiciho obrazku

j) Graf G, zkontrahujeme-li hrany {a;,as} a

)
)
)
d) Graf Gy z nésledujiciho obrdzku
)
f) K, bez jedné hrany {b1,b2}

Go

Uloha 3 (Jarnikovo cviceni)
Naleznéte minimalni kostru nasledujiciho grafu.
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Uloha 4 (Paleni mostt)
Bud G souvisly graf a e most v G. Rozmyslete si nasledujici pozorovani (do jisté miry spolu souvisejici):

a) Kazdd kostra G obsahuje e
b) G\ e nem4 zadnou kostru
c¢) Kontrakei e se pocet koster nezmeéni

Uloha 5 (Skére stromu)
Méjme posloupnost 1 < dy < dy < ... < d,, takovou, ze > ., d; = 2n — 2. Dokazte, Ze (di,...,d,) je skdre
stromu.

Uloha 6 (Pocet listti a vnitini stupné 3)

Megjme strom, ktery ma [ listti a v vnitinich vrchold, kde kazdy vnitini vrchol ma stupen 3. Dokazte, ze vzdy
plati I = v + 2.



