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Úloha 0 (Typy d̊ukaz̊u)
Dokažte, že ∀n ∈ N : 4|(6n2 + 2n)

a) př́ımo b) sporem c) matematickou indukćı

Úloha 1 (Výroky)
Necht’ M označuje množinu osob

”
př́ıtomných“ na Zoomu a necht’ predikát Z(x, y) pro x, y ∈ M znamená

”
osoba x zná př́ıjmeńı osoby y“. Zkoumejte platnost následuj́ıćıch výrok̊u:

a) ∀x ∈M ∃y ∈M : Z(x, y)

b) ∀y ∈M ∃x ∈M : Z(x, y)

c) ∀x ∈M ∃y ∈M \ {x} : Z(x, y)

d) ∀y ∈M ∃x ∈M \ {y} : Z(x, y)

e) ∃x ∈M ∀y ∈M : Z(x, y)

f) ∃y ∈M ∀x ∈M : Z(x, y)

Úloha 2 (Výroky podruhé)
Plat́ı výrok ¬(∀x ∈ R ∃y ∈ R ∀z ∈ R : (z > y ⇒ z > x))⇔ (∃x ∈ R ∀y ∈ R ∃z ∈ R : (z > y ∧ z ≤ x))?

Úloha 3 (Množiny)
Necht’ A,B,C,D jsou libovolné množiny. Zadefinujeme M1 = A \ (B ∪ C ∪D),M2 = A \ (B ∩ C ∩D),M3 =
(A \B)∪ (A \C)∪ (A \D),M4 = (A \B)∩ (A \C)∩ (A \D). Mı́sto podtrž́ıtek doplňte vždy jedno z ⊂, ⊃, =:

a) M1 M2

b) M1 M3

c) M1 M4

d) M2 M3

e) M2 M4

f) M3 M4

g)
∞⋃
i=0

{X : X ⊆ N ∧ |X| = i} P(N)

h) P(A ∪B) P(A) ∪ P(B)

i) P(A ∩B) P(A) ∩ P(B)

Úloha 4 (Množina a jej́ı prvky)

Kolik prvk̊u má množina

{
{a, {b}}, a, {}, {a}, {a, b}, {b, a}

}
? Které prvky to jsou?

Matematická indukce

Úloha 5 (Vzorečky)
Dokažte matematickou indukćı platnost následuj́ıćıch vztah̊u pro každé n ∈ N:

a)
n∑

i=1

i = 1
2n(n + 1) b)

n∑
i=1

i2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1)

Úloha 6 (Čokoláda)
Uvažte tabulku čokolády o m× n d́ılćıch. Určete, kolikrát budete muset nějakou část čokolády rozlomit na dvě
menš́ı části než dostanete mn jednotlivých d́ılk̊u.
Záviśı výsledný počet lámáńı na zvoleném postupu?

Úloha 7 (Chybný d̊ukaz)
Najděte chybu v d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı: Všichni koně maj́ı stejnou barvu.

D̊ukaz. Důkaz povedeme indukćı podle počtu końı (označ́ıme jej n).
Báze: n = 1 – jeden k̊uň má jistě stejnou barvu jako on sám.
Indukčńı krok: Nyńı mějme n ≥ 2, předpokládáme platnost pro n− 1 a označme si koně K1, . . . ,Kn. Uváž́ıme
prvńıch n−1 końı K1, . . . ,Kn−1, kteř́ı z indukčńıho předpokladu maj́ı stejnou barvu. Stejně tak posledńıch n−1
końı K2, . . . ,Kn−1,Kn má z indukčńıho předpokladu stejnou barvu. Ovšem k̊uň Kn−1 byl v obou skupinách, a
tedy všech n końı muśı mı́t stejnou barvu.

Úloha 8 (Šachovnice)
Na šachovnici 2n × 2n chyb́ı jedno libovolné poĺıčko. Ukažte, že zbylou plochu lze vydláždit dlaždicemi tvaru L,
které zab́ıraj́ı tři poĺıčka.
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Úloha 9 (Fibonacci)
Posloupnost Fibonacciho č́ısel je definována následovně: F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 +Fn−2 pro n ≥ 2. Dokažte,
že pro každé n ∈ N plat́ı:

a)
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1, b) Fn ≤ ( 1+
√
5

2 )n−1, c) 2|Fn ⇔ 3|n.

Úloha 10 (Děleńı roviny)

Dokažte, že počet část́ı roviny při rozděleńı n př́ımkami je nejvýše 1 + n2+n
2 .


