| 6. DU Z DISKRETKY velka grafova loupez

Definice, které se nam na tyto tkoly budou hodit:

Graf nazyvame k-requldrni, pokud ma vSechny stupné stejné a rovnaji se k. Kazda kruznice je
2-regularni graf.

Graf GG obsahuje graf H jako podgraf, pokud H umim vytvorit z G odebiranim vrchold a hran. Graf
G obsahuje I jako indukovany podgraf, pokud I umim vytvorit z G' jen pomoci odebirani vrchold.

Hranu e nazveme mostem, pokud se pocet komponent zvysi o jedna, pokud hranu e odebereme z
grafu.

Rekneme o grafu, Ze je k-obarvitelny, pokud existuje funkce ¢ : V(G) — {1,2,...,k} takova, Ze
kazda hrana je dvoubarevnd, ¢ili Vuv € E(G) : c(u) # c¢(v). Barevnost grafu G je minimélni k
takové, ze graf G je k-obarvitelny. Vsimnéte si, ze 2-obarvitelny graf je bipartitni a naopak.

O grafu G, |G| = n feknéme, Ze je d-degenerovany, pokud pro néj existuje (linedrni) uspofadani
v8ech vrcholt (vq, v, ..., v,) s nésledujici vlastnosti:

Prvni vrchol v; v tomto usporadani mé stupen nejvyse d. Vrchol vs mize mit v G stupen d + 1,
ale musi platit, Ze v grafu G — vy (po odebréani vrcholu v1) uz ma stupen nejvyse d. Obecné vrchol
v; musi mit nejvyse stupen d v grafu G — vy —vg —v3... — v;_1.

UKOL PRVN{ [QB] Dokazte, ze kazdy souvisly graf s n vrcholy obsahuje podgraf, ktery je
stromem také na n vrcholech. Dokazte pak také, ze kazdy souvisly graf rizny od stromu obsahuje
alespon 3 rizné takové stromy. (Ty stromy mohou byt izomorfni, ale maji rtizné hrany.)

UKOL DRUHY [2B]  Dokaite, Ze kazdy strom je 1-degenerovany.

UKoOL TRETI [2B] Dokazte, ze kazdy graf je A(G)-degenerovany, kde A(G) je maximdlni
stupen grafu G.

UKOL GTVRTY [ZB] Naleznéte vSechny grafy, které neobsahuji jako podgraf indukovanou cestu
délky 2.

UKOL PATY [QB} Dokazte, ze zadny 2-regularni graf neobsahuje most, a také, ze zadny
4-regularni graf neobsahuje most.

Tip: Dokazujte sporem, zkuste najit spor s lichosti/sudosti stupiii.
UKOL $SESTY [3 B] Dokazte, ze zadny k-regularni bipartitni graf neobsahuje most.

UKOL SEDMY [3B] Rozhodnéte, jestli nasledujici mnozina grafii .S obsahuje dva neisomorfni
grafy nebo dokazte, ze jsou vSechny isomorfni:

® S je mnozina vSech (n — 1)-regularnich grafi na n vrcholech;

® S je mnozina vSech (n — 2)-regularnich grafi na n vrcholech;

® s je mnozina vSech (n — 3)-reguldrnich grafii na n vrcholech.

Nésledujici ikoly mohou byt snaz fesitelné s pomoci prikladt na cvic¢eni o algoritmickych diikazech
v grafech.

UKOL OSMY [3 B] Dokazte, ze kazdy graf s m hranami obsahuje podgraf, ktery je bipartitni
a obsahuje alesponi m /2 hran puvodniho grafu.

UKOL DEVATY [QB] Méjme graf G, ktery je d-degenerovany. Dokazte, Ze je pak d + 1-
obarvitelny.

UKOL DESATY [2 B] Dokazte, ze kazdy graf G s maximélnim stupném A obsahuje nezavislou
mnozinu o velikosti alesponi n/(A + 1).



