
Domáćı úkoly 3

Ṕısemka př́ı̌st́ı cvičeńı.
Termı́n odevzdáńı 9.11.2010.
Protože někomu z vás přǐslo poč́ıtáńı sum jako černá magie hodná alespoň

Chucka Norrise, zopakujeme si v tomto text́ıku, jak se dělal prvńı úkol ze cvičeńı.

Př́ıklad -1

S =
n∑

k=0

k2

Sč́ıtáme druhé mocniny přirozených č́ısel, těm se ř́ıká čtverce. Zkusme si tedy
představit, že nakresĺıme všechny čtverce do čtverečkové śıtě na jednu řádku
vedle sebe, tak, aby měly všechny společnou základnu. (Bylo to nakreslené
na cvičeńı.) Jakou plochu zaberou? No, všechny čtverce od 1 do n se vejdou
do obdélńıku n · (n + 1)/2 (”š́ı̌rka všech obdélńıku vedle sebe) krát n (výška
největš́ıho z nich). Ovšem nezaplńıme ho celý.

Zkusme spoč́ıtat prázdná mı́sta (ř́ıkejme jim P ), a pak je odeč́ıst od celého
obdélńıku. To můžeme zapsat jako

S = (n · n · (n + 1)/2) − P.

Máme dva zp̊usoby, jak prázdná mı́sta poč́ıtat – buď po řádćıch, nebo po
sloupćıch. Zkusme je poč́ıtat po řádćıch. Na i-tém řádku (poč́ıtáno odspodu)
přibude tolik prázdných mı́st, kolik je součet prvńıch i přirozených č́ısel. (Ne-
jprve jedno, pak 3, 6, 10 a tak dále.)

Chceme tedy spoč́ıtat:

P =
n∑

i=1

i · (i + 1)/2 = 1/2 ·
n∑

i=1

(i2) + 1/2
n∑

i=1

i = 1/2
n∑

i=1

(i2) + n · (n + 1)/4.

Přicháźı druhý trik – umı́me volná mı́sta zapsat jako součet nějakého č́ısla
a poloviny součtu všech čtverc̊u – jenže součet čtverc̊u chceme spoč́ıtat! Ovsem
zkusme si dosadit do naši p̊uvodńı rovnice:

S = n · n · (n + 1)/2 − P = n · n · (n + 1)/2 − (S/2 + n · (n + 1)/4).

A protože to celé je rovnice, co nám bráńı na každou stranu přič́ıst S/2?
Nic. Na levé straně dostaneme 3S/2 a na pravé už hezký vzorec bez sum. Pro
hodnotu S pak jen vynásob́ıme hodnotu vpravo dvěma a vyděĺıme třemi.

(Mimochodem, tento moc pěkný trik se často použ́ıvá při poč́ıtáni integrál̊u
trigonometrických funkćı, tak ho nezapomeňte!)

Př́ıklad 0 [3b]
n∑

i=0

(
n

i

)
· (1/2i)



Př́ıklad 1 [3b]
n∑

i=0

(
n

i

)
· i

Př́ıklad 2 [5b]
n∑

i=0

(
n

i

)
· i2
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