4. CVICENI Z APROXIMACI

SDP = semidefinitni programovani

PRIKLAD PRVN{ Dokazte ekvivalenci nasledujicich charakterizaci positivné semidefinitnich
(PSD) matic, tedy, ze pro redlnou symetrickou matici A € R™*" je néasledujici ekvivalentni:

a) Vo € R, 27 Az > 0.

b) Vsechna vlastni ¢isla A jsou nezdporna.

c¢) Existuje redlnd n x n matice V takova, ze A = VTV,

PRIKLAD DRUHY Necht podmatice B vznikne z PSD matice A smazdnim podmnoziny rfadki
a stejné podmnoziny sloupcu. Ukazte, ze B je PSD a ze det B > 0.

PRIKLAD TRETI Ukazte, ze semidefinitni programy a vektorové programy jsou ekvivalentni:
Ke kazdému semidefinitnimu programu S najdéte vektorovy program )V takovy, ze z kazdého
pripustného teseni S lze vytvorit pripustné feseni V se stejnou hodnotou ucelové funkce, a naopak.

PRIKLAD CTVRTY Ukazte, ze SDP nelze vytesit presné. Specialné najdéte semidefinitni program,
ktery méa hodnotu ucelové funkce omezenou konstantou ¢ a pro kazdé ¢ < ¢ existuje pripustné feseni
s hodnotou ¢ (predpokldddme maximalizaci), ale neexistuje pfipustné feseni s hodnotou c.

Hint: Zkuste matici
z 1
X - (1 y) |

Napada vas néjaky jiny duvod, pro¢ nelze vytesit SDP presné? Anebo SDP, které nelze v polynomidlnim
¢ase ani aproximovat?

PRIKLAD PATY Abychom mohli SDP vyfesit (priblizné) pomoci elipsoidové metody, potiebujeme
najit oddélujici nadrovinu, pokud nemame piipustné reseni.

Nechf S je SDP a A € R™™ matice. Ukazte, Ze muZeme v polynomidlnim ¢ase zjistit, jestli A

je pripustné feseni S, a pokud ne, tak najit oddélujici nadrovinu. Nadrovina (resp. poloprostor)
> ; Ciji; < b oddéluje matici A, pokud kazdé pripustné teseni S spliuje tuto nerovnost, ale matice

A ne.

Hint: Pokud A neni piipustné feSeni, co muze byt poruseno?

PRIKLAD SESTY Nyni se zaméfime na problém MAX 2-SAT, v némz mame mnozinu klauzuli
s nejvyse dvéma literaly a cilem je najit ohodnoceni proménnych takové, Ze je splnéno co nejvice
klauzuli.

a) Nejprve vytvorte kvadraticky program. Hint: Muze se hodit mit proménnou y, € {—1,1}, kterd
udava, jestli hodnota true je —1, nebo 1.
b) Zrelaxujte kvadraticky program na vektorovy program, ktery nasledné pouzijte na vytvoreni
podobného algoritmu jako pro MAX CUT na prednasce.
c) Ukazte, ze algoritmus méa stejny aproximaéni pomeér jako ten pro MAX CuT, tedy
2
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Kromé nerovnosti vyplyvajici z definice @ muzete pouzit ndsledujici nerovnost (umite ji dokdzat?):

A
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PRIKLAD SEDMY Vytvoite kvadratické programy pro nasledujici problémy:

MAXIMALN{ k-REZ: Na vstupu mdme neorientovany graf G s vdhami na hrandch w: EF(G) — R™.
Cilem je rozdeélit vSsechny vrcholy grafu do k£ hromadek Vi, Vs, ...V, tak, aby soucet vah vsech
mezihroméadkovych hran byl co nejvétsi mozny.



