2. CVICENI Z APROXIMACI

opakovani linedarniho programovani

PRIKLAD PRVN{ Zformulujte celociselny linedrni program pro VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI{
a popiste, jak snadno ziskat 2-aproximacni algoritmus pro tento problém.

PRIKLAD DRUHY Pomérné zajimavé pozorovdni o VAZENEM VRCHOLOVEM POKRYTI: kdyz
si vezmete vrchol optimalniho feSeni pro jeho linearni relaxaci, tak je polocelociselny — kazda hodnota
proménné z, je bud 0,1 nebo 1/2.

Zkuste tento fakt dokéazat.

Pripomenuti z optimalizaci:

D(Volnost): Meéjme soustavu linedrnich nerovnic (S) a v ni j-tou nerovnost
;121 + (PR + ;3,3 + ...+ Ajindy S bj.

Méjme také néjaky vektor .

Pak volnosti (slack) j-té nerovnosti vuci feseni 2’ rozumime hodnotu S§S) =b;—> " | a;x;. Viimnéme
si, ze pro pripustna feseni vzdy plati S§S)
SS-S) =Y ", ajz; —b;, aby opét platilo sgs) > 0 pro ptipustnd teseni.

T (Komplementarita): Méjme linedrni program (P) a jeho dudl (D) v nasledujici forme:

> 0. Pokud by nerovnost byla >, definujeme volnost jako

minclz, Az > b,z > 0, (P)
max by, ATy < ¢,y > 0. (D)

Meéjme také dvojici pripustnych feseni primalu a duélu (2, 3y’). Pak plati nasledujici véta:

Dvojice (2',y') je dvojici optimélnich feseni pravé tehdy, kdyz plati:

Vie{l,...,n}: 2t sP) =0,

Vie{l,...,m}: 5§P)~y;:O.

PRIKLAD TRETI Ukazte, ze plati tato aproximacni varianta komplementarity:

Méjme dvojici piipustnych feseni primédlu a dudlu (z’,y’). Pokud plati:

Vie{l,...,n}:2;=0 V ci/aSZaijy; <,
J

Vie{l,...om}:y;=0 Vv b <) ayzi<pb,

pak je naSe feSeni 2’ af-aproximaci optimélniho feSeni problému.

Zbytek cviceni si budeme opakovat primadrné-dudlni algoritmy. Jejich princip pro minimaliza¢ni
problém se da popsat takto:

1. Zaénéme s dvojici feseni (P, D), kde P je neptipustné feseni priméaru a D je piipustné feseni
dudlu. Obvykle zacindame s (0, 0).



2. Vyberme si néjakou podmnozinu proménnych dualu — libovolné, hladové nebo néjak chytie — a
zvysujme je, dokud se néjaka podminka dudlu nestane tésnou.

3. Tésnost dualni podminky v komplementarité znamenala, ze hodnota pridruzené proménné
primaru muze byt nenulova. Tohoto principu se tedy budeme drzet a zvysime piislusnou
proménnou na néjakou (celociselnou) hodnotu.

4. Vybereme dalsi podmnozinu proménnych a pokracujeme stejné.

5. Skonc¢ime, az se P stane pripustnym feSenim.

PRIKLAD CTVRTY Kdybychom tedy chtéli napsat priméarné-dudlni aproximaéni algoritmus pro
VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI, mohl by fungovat tfeba ten nejjednodussi:
1. Zacnéme s (0,0).
2. Vyberme si libovolnou proménnou dudlu a zvysujme ji, dokud se néjakd podminka nestane
tésnou.
3. Zvolme tuto podminku (kdyby jich bylo vice, volime libovolné) a nastavme hodnotu pridruzené
primarni proménné na 1.

Dokazte, ze ndm toto feseni da 2-aproximaci.

PRIKLAD PATY Problém VAZENEHO MNOZINOVEHO POKRYTI je zaddn takto: na vstupu
mate systém mnozin § = {S1, S, ..., S}, kde vSechny S; jsou podmnoziny {1,...,n}, a ke kazdé
mnoziné .S; mame jeji cenu ¢;. Za ukol mame najit nejlevnéjsi soubor mnozin takovy, ze ve sjednoceni
pokryvaji celou nosnou mnozinu {1,...,n}.

Zformulujte celoc¢iselny linearni program pro tento problém a pak zformulujte i dual jeho linearni
relaxace.

PRIKLAD SESTY Vymyslete a zanalyzujte primarné-dualni aproximacni algoritmus pro
VAZENE MNOZINOVE POKRYTI, ktery dosdhne f-aproximace, kde f = max; [{S;|j € Si}|.

(Nejspis znéte také zpusob, jak dostat f-aproximaci pomoci zaokrouhlovani priméru.)

PRIKLAD SEDMY Abychom nedélali jen opakovani Uvodu z aproximacnich a pravdépodobnostnich
algoritmu, zkusme si vyfesit jeden piiklad (z knizky Williamson, Shmoys), ktery mozné neznate:
Budeme se zabyvat problémem MINIMUM FEEDBACK VERTEX SET, ktery hledd podmnozinu vrcholu
nejmensi vahy takovou, ze po jejim odebrani bude graf acyklicky.

1. Zformulujte celociselnou {0, 1}-linedrni formulaci + dudl.

2. Zkuste provést tplné stejnou analyzu, jakou jsme délali pro VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI.
Dostanete f-aproximacni algoritmus? A co bude f v nasem problému?

3. Abychom dostali lepsi, nez f-aproximacni algoritmus, zkusime chytte zvolit dudlni proménnou,
kterou budeme zvysovat. Vymyslete, jak to délat. Poradim, ze nasim cilem je ziskat O(logn)-
aproximacni algoritmus.

Napoveéda: Zkuste nejdiiv predpokladat, ze minimalni stupen grafu je 3. Umite najit néjakou
vhodnou prvni duédlni proménnou v takovém grafu?



