1. CVICENI Z APROXIMACI

pi-tasy

V prvnich nékolika piikladech se budeme zabyvat problémem batohu. Zacnéme zlehka:

PRIKLAD PRVNI Méjme PROBLEM BATOHU Z PROGRAMOVAN{ 1 — na vstupu méme objekty
i s celociselnou vahou w;, limit B, a ptame se, kolik jich nejvyse muzeme vlozit do batohu, abychom
nepresahli limit. Pripomente si pseudopolynomialni algoritmus.

Ve vétsing pifpadi se ale setkdme s PROBLEMEM BATOHU formulovanym takto: méme na vstupu n
objektt s celociselnou vahou w; a cenou ¢;, a limit B, a chceme najit objekty co nejvétsi ceny, které
se do batohu jesté vejdou.

PRIKLAD DRUHY Navrhnéte algoritmus pro problém batohu, ktery je pseudopolynomidlni v
obou parametrech, tj. ma slozitost O(n - min(W, C)), kde C'=3", . c; a W =37, w;.

PRIKLAD TRET{

Asi vite, kam sméfujeme — nyni chceme vymyslet FPTAS pro problém batohu (mozna jste jej uz
slyseli na Slozitosti). Dost mozn4 vite, ze se bude zaokrouhlouvat jedna z proménnych — konkrétné
budeme mit néjaky skalovaci faktor p a budeme chtit nastavit skdlované ceny ¢, = L%j Potom,
co ceny naskalujeme, vytesime problém dynamickym programovanim a pak se budeme koukat na
skoro-puvodni ceny ¢ = - c;.

Rozdélme si nyni praci do ¢tyt kroku:

1. Odhadnéte ¢; zezdola i zeshora pomoci puvodnich cen ¢; (a ).

2. Navrhnéte (ne)rovnici, kterd bude definovat skélovaci faktor p pomoci OPT a e (nd$ parametr
ze zacatku). Rovnici navrhnéte tak, aby kdyz by platila, tak vysledné reseni dynamického
programu (naskalované zpéatky) bude velikosti aspon (1 — )OPT.

3. Nevyhodou nerovnice z predchoziho bodu je to, ze je zavisla na OPT, které dopifedu nezname.
Pouzijeme tedy dolni odhad OPT > cpax a tim mame plné definované p. Rozmyslete si, proc¢
chceme dolni odhad na OPT.

4. Nakonec spocitejte, jakou bude mit slozitost dynamické programovani, které zavolame na
naskalované hodnoty.

Odbocka k hladovym algoritmum na PROBLEM BATOHU:

PRIKLAD CTVRTY

1. Rozmyslete si, pro¢ ,naivné hladovy algoritmus®, to jest ,vlozim nejdrazsi objekt, co se vejde,
do batohu, a pokracuji dale“, je Spatnym.

2. OK, tak zkusme tento algoritmus: setfidme si objekty podle ,hustoty® (pomér cena/velikost),
prochézejme je od nejhustsiho a berme jen ty, které se vejdou. Prozradim vam, ze i tento
algoritmus nebude mit dobry vysledek. Najdéte vstup, kde selze.

3. Tak nakonec: setiidime si objekty podle hustoty, pridavejme je, dokud to jde, a kdyz najdeme
objekt j, ktery jiz pridat nelze, tak si vybereme lepsi z feseni {1,...,7 — 1} a {j}. Ukazte, ze je
to %—aproximace (nebo, chcete-li, 2-aproximace).

Ta odbocka nebyla samotcelnd — muzeme totiz pouzit 2-aproximacni algoritmus misto pomérné
Spatného dolniho odhadu na optimum, které jsme méli predtim.

PRIKLAD PATY Upravte skélovani a analyzu PTASu pro PROBLEM BATOHU tak, abyste
pouzili lepsi odhad na optimum a usetfili jeden faktor n v analyze ¢asové slozitosti PTASu.

Napoveéda: Podivejte se zpatky na druhy ptiklad, kde jsme délali pseudopolynomialni algoritmus



pro batoh. Vypozorujte a dokazte, ze ve skutecnosti bézi v ¢ase O(n - min(C*, B)), kde B je limit
batohu a C* cena optimélniho feseni problému.

PRIKLAD SESTY Méjme VAZENE ROZVRHOVANI NA JEDNOM STROJI S DEADLINY — tikoly
maji délku p;, vdhu w; a termin d;, a my chceme maximalizovat vaZeny soucet tkolu, které na jednom
pocitaci dobéhnou do svého terminu.

Nejprve vymyslete dynamicky program, ktery bézi v case O(nW), kde W je soucet vah...
PRIKLAD SEDMY ... a pak, neprekvapive, vymyslete FPTAS pro tento problém.

PRIKLAD OSMY V problému NEJLEVNEJS] CESTA DO LIMITU mdame zadany acyklicky
orientovany graf G' s hranami, které maji celo¢iselnou cenu ¢;; a dobu piesunu ¢;; — jak dlouho trva
presunout se z ¢ do 7. Mame také limit T', zadany zdroj s a cil £ a nasim tkolem je najit nejlevnéjsi
cestu z s do t, ktera bude trvat celkové pod limit 7.

Navrhnéte FPTAS pro tento problém.

Napovéda: Opét se hodi rozmyslet si dynamické programy pro tento problém. Jedno z moznych
feSeni je vytvorit testovaci algoritmus, ktery bud najde cestu ceny C nebo zahlési, Ze nejkratsi je
ceny alespon (14 ¢)C — a pak bindrné vyhleddvat jako u rozvrhovéani na paralelnich strojich.



