4. CVICENI Z ADS2 Toky v sitich — Ford-Fulkerson

PRIKLAD PRVNI Naleznéte maximalni s, t-tok a minimalni s, t-fez pro nasledujici ohodno-
ceny orientovany graf:

PRIKLAD DRUHY Najdéte priklad sité s nejvySe 10 vrcholy a 10 hranami, na niz FORD-
FULKERSON provede vice nez milion iteraci.

PRIKLAD TRETI Profesor Forderson nemd rad sit rezerv a chce navrhnout algoritmus, ktery
pracuje jen se zlepSujicimi cestami v puvodni siti. Pokusil se chybny algoritmus (ktery zlepsuje tok
pouze po sméru hran) zachrénit tim, ze bude vybirat nejkratsi zlepsujici cesty. Ukazte, Ze zlepsovak
pana profesora nefunguje!

PRIKLAD CTVRTY Jak uz znéte z prednasky, toky v sitich maji spoustu zajimavych vlastnosti
jako dualita s Tezy, certifikat optimality, polynomialni algoritmus pro celociselnd feseni a dalsi.

Kuriozitou je, ze tyto vlastnosti izce souvisi s tim, ze problém toku v sitich se d4 namodelovat jako
maximalizace soustavy linearnich nerovnic s redlnymi proménnymi. Zkusime si to tedy namodelovat.

Co to znamena namodelovat? Predstavte si to tak, ze budeme mit na vstupu jeden konkrétni ori-
entovany graf s kapacitami, a hleddme algoritmus, ktery graf zpracuje a vypiSe na vystup soustavu
linearnich nerovnic.

Tyto nerovnice budou mit néjaké proménné — v nasem pripadé bude redlna proménna z,, pro kazdou
orientovanou hranu uv, a nerovnice samoziejmé budou mit i néjaké konstanty a néjaké pravé strany
— to budou éisla, které algoritmus néjak odvodi z grafu (naptiklad kapacity atd.).

Nase ukoly jsou:

1. Popiste soustavu linearnich nerovnic, ktera bude perfektné popisovat cely prostor maximalnich
i nemaximalnich toku. Co to znamend: pro vstupni graf postavte soustavu linearnich nerovnic
tak, ze kazdé teseni soustavy odpovida néjakému toku.

2. Jakmile mame soustavu vyse, zkuste k ni vymyslet jednu linedrni funkci se stejnymi proménnymi
takovou, ze kdybyste nasli hodnotu, které maximalizuji tuto funkeci, tak jste nasli maximéalni
tok.

PRIKLAD PATY Algoritmus FORD-FULKERSON obvykle nemé dobrou ¢asovou slozitost.
Umime o ni alespon néco tici?

1. Piipomente si argument, ze v siti s celo¢iselnymi kapacitami se algoritmus vzdy zastavi.

2. Dokazte, ze na siti, kde jsou vsechny kapacity 1, dobéhne v rychlém case (jakém?);

PRIKLAD SESTY Ptimocara implementace algoritmu FORD-FULKERSON bude nejspis graf
prohleddvat do sitky, takze vzdy najde nejkratsi nenasycenou cestu. Pak prekvapivé plati, ze algo-



ritmus zlepsi tok jen O(nm)-krat, nez se zastavi. Pojdme to dokézat!

Navod k diukazu: Necht [(u) je vzddlenost ze zdroje do vrcholu u po nenasycenych hrandch. Nejprve
si rozmyslete, ze [(u) béhem vypoctu nikdy neklesd. Pak dokazte, Zze mezi dvéma nasycenimi libovolné
hrany uv se musi [(u) zvysit. Proto kazdou hranu nasytime nejvyse O(n)-krat.

Pozndmka na zdavér: jaka bude vysledna slozitost algoritmu FF?



