
4. CVIČENÍ Z ADS2 Toky v śıt́ıch – Ford-Fulkerson

Př́ıklad prvńı Nalezněte maximálńı s, t-tok a minimálńı s, t-̌rez pro následuj́ıćı ohodno-
cený orientovaný graf:
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Př́ıklad druhý Najděte př́ıklad śıtě s nejvýše 10 vrcholy a 10 hranami, na ńıž Ford-
Fulkerson provede v́ıce než milion iteraćı.

Př́ıklad třet́ı Profesor Forderson nemá rád śıt’ rezerv a chce navrhnout algoritmus, který
pracuje jen se zlepšuj́ıćımi cestami v p̊uvodńı śıti. Pokusil se chybný algoritmus (který zlepšuje tok
pouze po směru hran) zachránit t́ım, že bude vyb́ırat nejkratš́ı zlepšuj́ıćı cesty. Ukažte, že zlepšovák
pana profesora nefunguje!

Př́ıklad čtvrtý Jak už znáte z přednášky, toky v śıt́ıch maj́ı spoustu zaj́ımavých vlastnost́ı
jako dualita s řezy, certifikát optimality, polynomiálńı algoritmus pro celoč́ıselná řešeńı a daľśı.

Kuriozitou je, že tyto vlastnosti úzce souviśı s t́ım, že problém toku v śıt́ıch se dá namodelovat jako
maximalizace soustavy lineárńıch nerovnic s reálnými proměnnými. Zkuśıme si to tedy namodelovat.

Co to znamená namodelovat? Představte si to tak, že budeme mı́t na vstupu jeden konkrétńı ori-
entovaný graf s kapacitami, a hledáme algoritmus, který graf zpracuje a vyṕı̌se na výstup soustavu
lineárńıch nerovnic.

Tyto nerovnice budou mı́t nějaké proměnné – v našem př́ıpadě bude reálná proměnná xuv pro každou
orientovanou hranu uv, a nerovnice samozřejmě budou mı́t i nějaké konstanty a nějaké pravé strany
– to budou č́ısla, které algoritmus nějak odvod́ı z grafu (např́ıklad kapacity atd.).

Naše úkoly jsou:

1. Popǐste soustavu lineárńıch nerovnic, která bude perfektně popisovat celý prostor maximálńıch
i nemaximálńıch tok̊u. Co to znamená: pro vstupńı graf postavte soustavu lineárńıch nerovnic
tak, že každé řešeńı soustavy odpov́ıdá nějakému toku.

2. Jakmile máme soustavu výše, zkuste k ńı vymyslet jednu lineárńı funkci se stejnými proměnnými
takovou, že kdybyste našli hodnotu, které maximalizuj́ı tuto funkci, tak jste našli maximálńı
tok.

Př́ıklad pátý Algoritmus Ford-Fulkerson obvykle nemá dobrou časovou složitost.
Umı́me o ni alespoň něco ř́ıci?

1. Připomeňte si argument, že v śıti s celoč́ıselnými kapacitami se algoritmus vždy zastav́ı.
2. Dokažte, že na śıti, kde jsou všechny kapacity 1, doběhne v rychlém čase (jakém?);

Př́ıklad šestý Př́ımočará implementace algoritmu Ford-Fulkerson bude nejsṕı̌s graf
prohledávat do š́ı̌rky, takže vždy najde nejkratš́ı nenasycenou cestu. Pak překvapivě plat́ı, že algo-



ritmus zlepš́ı tok jen O(nm)-krát, než se zastav́ı. Pojd’me to dokázat!

Návod k d̊ukazu: Necht’ l(u) je vzdálenost ze zdroje do vrcholu u po nenasycených hranách. Nejprve
si rozmyslete, že l(u) během výpočtu nikdy neklesá. Pak dokažte, že mezi dvěma nasyceńımi libovolné
hrany uv se muśı l(u) zvýšit. Proto každou hranu nasyt́ıme nejvýše O(n)-krát.

Poznámka na závěr: jaká bude výsledná složitost algoritmu FF?


