3. CVICENI Z UVODU DO APROXIMACI

pravdépodobnost v rukou informatiky

PRIKLAD PRVNI Max-k-tez. V problému MAXIMALNI k-REZ dostaneme na vstupu neori-
entovany graf G a vahy na hranach w: E(G) — R*. Cilem je rozdélit v8echny vrcholy grafu do k
hromadek Vi, Va, ...V} tak, aby soucet vSech mezihromadkovych hran byl co nejvétsi mozny.

Navrhnéte a zanalyzujte pravdépodobnostni %—aproximaéni algoritmus pro MAXIMALNI k-REZ.

PRIKLAD DRUHY Karetni triky. Mame 52 karet (polovina ¢ervenych, polovina ¢ernych)
zamichanych nahodné (rovnomérné nédhodna permutace). Pak odkryvame karty jednu po druhé.
Pred kazdou kartou mate moznost fici ,,tuhle kartu chci“. Kdyz ji chcete, tak ji odkryjeme a pokud
je Cervena, vyhrajete. Zajimé nas pravdépodobnost, ze vas algoritmus vyhraje.

1. Jaka je pravdépodobnost vyhry algoritmu Pr = ,vzdy zkusim prvni kartu“? A co Po = ,,vzdy
zkusim posledni kartu®“?

2. Zkusme prijit na ,lepsi“ algoritmus, nez naivni Po. ,Lepsi* ted myslime v nasledujicim smyslu:
naleznéte algoritmus L, ktery ma pravdépodobnost vyssi nez 1/2; Ze ukaZe na ¢ervenou, kdyz
Po ukéze na ¢ernou. Jaky je zasadni problém s touto relaci?

3. Zkuste si po kratké uvaze (bez nutnosti pfesného vypoctu) tipnout, jakou ma nevyhodu nasle-
dujici algoritmus: ,,Pockam si, nez odkryté karty budou mit vic ¢ernych karet nez ¢ervenych; pak
ve zbytku bude vice ¢ervenych nez ¢ernych, a pravdépodobnost bude na mé strané (vétsi nez
1/2). Protoze stfedni hodnota poc¢tu ¢ervenych karet v sudém poctu karet je 0, pravdépodob-
nost, ze aspon v jednom kroku se nevyrovnanost oto¢i na mou stranu, je dost vysoki. A kdyz
se pro mne vyhodné situace nestane, ukazu na posledni kartu, ¢ili musim byt lepsi nez Po.“

4. Nas hlavni tkol: naleznéte algoritmus, ktery zvoli ¢ervenou kartu s vétsi pravdépodobnosti, nez
Pr nebo Po, nebo dokazte, ze zddny takovy algoritmus neexistuje.

PRIKLAD TRETI Maximalni splnitelnost. V maximaliza¢nim problému MAX-SAT mame
na vstupu formuli v CNF formé ((x1V—x2) A(z2Vaxs)A...). Nasim tkolem neni splnit celou formuli,
ale maximalizovat pocet klauzuli, které jsou splnény.

1. Co kdyz zkusime nastavovat proménné rovnomérné nahodné? Spoctéte stiedni hodnotu poctu
splnénych klauzuli v tomto piipadé. Jaka by byla stfedni hodnota/aproxima¢ni pomér, pokud
bychom predpokladali, ze kazda klauzule mé alesponn dva literéaly?

2. Je MAX-k-SAT stejné tézky jako k-SAT? Jak uz jsme si fekli diive, neni. Ovérte nejprve, ze
2-SAT (na vstupu je CNF formule s nejvyse dvéma literaly na klauzuli, mame rozhodnout, je-li
splniteln) polynomialné fesitelny problém.

3. Ukazte, ze MAX-2-SAT (Na vstupu je ¢islo ¢ a CNF formule s nejvyse dvéma literaly na klauzuli,
méame rozhodnout, je-li alesponi ¢ klauzuli splnéno) je NP-té&zky.

Hint: Existuje i pfimy prevod z 3-SAT na MAX-2-SAT. Vezméte klauzuli naptiklad s tfemi
literaly a postavte z ni nékolik (cca 10) novych 2-SAT klauzuli. Cilem je toto: pokud by algo-
ritmus uplnél splnit ¢ z nich, tak uz musi splnit ptivodni klauzuli také.

Druhyj hint: Budete potfebovat néjakou dalsi proménnou, nez jen tii z klauzule. Zkuste zadefi-
novat proménnou d s vyznamem ,klauzule je splnéna“. Tézké bude zédkodovat tento vyznam
do klauzuli velikosti nejvys dveé ...



