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P°íklad první V problému Steinerova stromu je dán souvislý neorientovaný graf G =
(V,E), ceny hran c : E → R+ a mnoºina terminál· S ⊆ V . P°ípustným °e²ením je podmnoºina hran
E ′ ⊆ E taková, ºe graf G′ = (V,E ′) má v²echny terminály v jedné komponent¥. Cílem je najít co
nejlevn¥j²í takovou, £ili min

∑
e∈E′ c(e). Va²ím úkolem je nalézt 2-aproxima£ní algoritmus.

Nápov¥da: Kdyº graf spl¬uje trojúhelníkovou nerovnost, °e²ení by m¥lo být jednoduché. Pro obecnou
variantu se inspirujte technikami z problému obchodního cestujícího.

P°íklad druhý V problému MaxSat máme zadanou Boolovskou formuli v CNF form¥ s
klauzulemi r·zných velikostí, a máme za úkol najít p°i°azení, které splní co nejv¥t²í mnoºství klauzulí,
i kdyº formule jako celek m·ºe být nesplnitelná.

Budeme se zabývat následujícím algoritmem:

�Nastavíme nejprve v²echny prom¥nné na 0 a podíváme se, kolik klauzulí jsme splnili. Pak zkusíme
nastavit v²echny prom¥nné na 1 a spo£ítat, kolik klauzulí je spln¥no. Vezmeme lep²í z t¥chto p°i°azení
a to vrátíme jako na²i aproximaci.�

1. Pe£liv¥ zanalyzujte tento aproxima£ní algoritmus a spo£t¥te jeho p°esný pom¥r, tzn. dokaºte,
ºe je to r-aproxima£ní algoritmus a k tomu také dokaºte, ºe to není r′-aproxima£ní algoritmus
pro r′ < r.

2. Uvaºte libovolný konstantu p°i°azení zkou²ející algoritmus � takový algoritmus zkusí to samé,
co algoritmus vý²e, ale místo dvou p°i°azení vybere to nejlep²í z c p°edvybraných p°i°azení,
kde ani c, ani p°i°azení nemohou záviset na vstupu. (Tady p°i°azením rozumíme nekone£nou
posloupnost nul a jedni£ek, kde x1 p°i°adíme první £íslici, x2 druhou £íslici a tak dále, neº
dojdou prom¥nné.)
Jaký je t¥sný aproxima£ní pom¥r t¥chto konstantu p°i°azení zkou²ejících algoritm·? Op¥t byste
m¥li najít £íslo r2 takové, ºe umíte dokázat, ºe n¥který algoritmus je r2-aproxima£ní, ale ºádný

konstantu p°i°azení zkou²ející algoritmus není ost°e lep²í neº r2-aproxima£ní.

P°íklad t°etí Navrhn¥te a zanalyzujte polynomiální algoritmus pro následující problém:
na vstupu máme orientovaný graf ~G a vzdálenostní funkci d : ~E → R+. Na²ím úkolem je nalézt

nejkrat²í pr·m¥rnou orientovanou kruºnici, coº bude kruºnice minimalizující hodnotu
∑

~e∈~C
d(~e)

| ~C|
.

V²imn¥te si, ºe celkov¥ nejkrat²í kruºnice v·bec nemusí být rovna nejkrat²í pr·m¥rné kruºnici (ta
m·ºe být del²í v po£tu hran i délce).

P°íklad £tvrtý P°edpokládejme, ºe existuje polynomiální algoritmus pro hledání nejkrat²í
pr·m¥rné orientované kruºnice (zadání viz vý²e).

Uvaºte následující algoritmus pro asymetrické TSP na n vrcholech, které máme zadané pomocí
asymetrické funkce d : {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → R+ spl¬ující trojúhelníkovou nerovnost:

1. Nalezneme v metrice orientovanou kruºnici ~C minimalizující
∑

~e∈~C
d(~e)

| ~C|
.

2. Hrany kruºnice ~E(~C) p°idáme do °e²ení.

3. Odstraníme v²echny vrcholy ~C aº na jeden. Pokra£ujeme rekurzivn¥ na zbytek grafu/metriky,
dokud zbývá alespo¬ jeden vrchol.



4. Pouºijeme zkratkování a z Eulerovského tahu vytvo°íme orientovanou Hamiltonovskou kruºnici.

Dokaºte, ºe tento algoritmus je O(log n)-aproximace pro asymetrické TSP.

Bonusový p°íklad

Z p°edná²ky víme, ºe pro Christo�des·v algoritmus platí, ºe ALG ≤ 3
2
OPT, kde ALG je velikost

°e²ení algoritmu a OPT je velikost optimálního (minimálního) °e²ení.

Osv¥ºme si lineární programování a dokaºme pomocí n¥j, ºe pro Christo�des·v algoritmus platí, ºe
ALG ≤ 3

2
OPTLP, kde OPTLP je optimální hodnota této lineární relaxace:

(P ) : min
∑
e∈E

cexe

∀v ∈ V :
∑
e=vx

xe = 2

∀S ( V, S 6= ∅ :
∑

e∈E(S,V \S)

xe ≥ 2

∀e ∈ E : 0 ≤ xe ≤ 1

Plán boje je takovýto:

1. Nejprve se utvr¤te v tom, ºe ALG ≤ 3
2
OPTLP implikuje p·vodní výsledek ALG ≤ 3

2
OPT.

2. Pak dokaºte, ºe pro optimální °e²ení x∗ lineárního programu (P ) (to je to °e²ení, které má
hodnotu OPTLP) platí, ºe n−1

n
x∗ je bod leºíci uvnit° mnohost¥nu minimální kostry pro ten

samý graf.
3. Nyní pouºijte bod 2 a dokon£ete d·kaz, ºe ALG ≤ 3

2
OPTLP.

Pro p°ipomenutí, kostrový mnohost¥n chápeme jako mnohost¥n ur£ený t¥mito lineárními podmínkami:

∑
e∈E

xe = n− 1

∀S ( V, S 6= ∅ :
∑

e∈E(S,V \S)

xe ≥ 1

∀e ∈ E : xe ≥ 0

Mnohost¥n párování vypadá takto:

∀v ∈ V :
∑
e=vx

xe ≤ 1

∀S ( V, S 6= ∅, |S| liché velikosti :
∑

e∈E(S,V \S)

xe ≥ 1

∀e ∈ E : xe ≥ 0


