UVOD DO APROXIMACI - DU1

TSP a spol.

Kazda tloha je za dva body. Deadline: 16. 11. 2016 23:59 pies email. Prosim poslete tikol ve
formatu PDF. Skeny s dobrou ¢itelnosti (spolu s rukopisem s dobrou ¢itelnosti) jsou v poradku.
Nebojte se napsat, pokud néjaké zadani neni jasné.

PRIKLAD PRVNI V problému Steinerova stromu je dan souvisly neorientovany graf G =
(V,E), ceny hran ¢: E — R" a mnozina terminalia S C V. Pfipustnym feSenim je podmnoZina hran
E' C F takova, ze graf G' = (V| E’) ma v8echny terminaly v jedné komponenté. Cilem je najit co
nejlevnéjsi takovou, ¢ili min ) __ ., c(e). Vasim tkolem je nalézt 2-aproximacni algoritmus.

Ndpovéda: Kdyz graf splituje trojihelnikovou nerovnost, feseni by mélo byt jednoduché. Pro obecnou
variantu se inspirujte technikami z problému obchodniho cestujiciho.

PRIKLAD DRUHY V problému MAXSAT mame zadanou Boolovskou formuli v CNF formeé s
klauzulemi riaznych velikosti, a mame za tikol najit prifazeni, které splni co nejvétsi mnozstvi klauzuli,
i kdyz formule jako celek miize byt nesplnitelné.

Budeme se zabyvat nasledujicim algoritmem:

,Nastavime nejprve vSechny promeénné na 0 a podivame se, kolik klauzuli jsme splnili. Pak zkusime
nastavit vSechny proménné na 1 a spocitat, kolik klauzuli je splnéno. Vezmeme lepsi z téchto prirazeni
a to vratime jako nasi aproximaci.*

1. Peclivé zanalyzujte tento aproximacni algoritmus a spoc¢téte jeho pfesny pomér, tzn. dokazte,
7e je to r-aproximacni algoritmus a k tomu také dokazte, Ze to neni r’-aproximacni algoritmus
pror’ <.

2. Uvazte libovolny konstantu pritazeni zkousejici algoritmus — takovy algoritmus zkusi to samé,
co algoritmus vyse, ale misto dvou prifazeni vybere to nejlepsi z ¢ predvybranych pfirazeni,
kde ani ¢, ani pfifazeni nemohou zaviset na vstupu. (Tady pfifazenim rozumime nekone¢nou
posloupnost nul a jednicek, kde z; pFitadime prvni ¢islici, x5 druhou dislici a tak déle, nez
dojdou proménné.)

Jaky je tésny aproximacni pomér téchto konstantu piifazeni zkousejicich algoritmi? Opét byste
méli najit ¢islo ro takové, ze umite dokazat, ze néktery algoritmus je ro-aproximacni, ale Zddny
konstantu pfifazeni zkousSejici algoritmus neni ostie lepsi nez ro-aproximacni.

PRIKLAD TRETI Navrhnéte a zanalyzujte polynomidlni algoritmus pro nasledujici problém:

na vstupu méame orientovany graf G a vzdalenostni funkci d: £ — RT. Na§im tukolem je nalézt
> zec 4E)

nejkratsi primérnou orientovanou kruznici, coz bude kruznice minimalizujici hodnotu T

Vsimnéte si, 7ze celkové nejkratsi kruznice vibec nemusi byt rovna nejkrat$i pramérné kruznici (ta
muze byt deldi v poc¢tu hran i délce).

PRIKLAD CTVRTY  Predpokladejme, Ze existuje polynomialni algoritmus pro hledani nejkratsi
priamérné orientované kruznice (zadani viz vyse).

Uvazte nasledujici algoritmus pro asymetrické TSP na n vrcholech, které mame zadané pomoci

asymetrické funkce d: {1,...,n} x {1,...,n} — RT spliwjici trojuhelnikovou nerovnost:
. . =1 .. . ., -~ d(€
1. Nalezneme v metrice orientovanou kruznici C' minimalizujici %

2. Hrany kruznice E(C) piidame do Fedeni.
3. Odstranime vSechny vrcholy C' az na jeden. Pokra¢ujeme rekurzivné na zbytek grafu/metriky,
dokud zbyva alespon jeden vrchol.



4. Pouzijeme zkratkovani a z Eulerovského tahu vytvofime orientovanou Hamiltonovskou kruznici.

Dokazte, Ze tento algoritmus je O(logn)-aproximace pro asymetrické TSP.

BONUSOVY PRIKLAD

7 prednasky vime, ze pro Christofidesuv algoritmus plati, ze ALG < %OPT, kde ALG je velikost
fedeni algoritmu a OPT je velikost optimalniho (miniméalniho) FeSeni.

Osvézme si linedrni programovani a dokazme pomoci néj, zZe pro Christofidesuv algoritmus plati, ze
ALG < %OPTLP, kde OPTyp je optimalni hodnota této linedrni relaxace:
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Plan boje je takovyto:

1. Nejprve se utvrdte v tom, 7ze ALG < %OPTLP implikuje ptuvodni vysledek ALG < %OPT.

2. Pak dokazte, ze pro optimélni FeSeni x* linearniho programu (P) (to je to FeSeni, které ma
hodnotu OPTyp) plati, ze ”T_lx* je bod lezici uvnitf mnohosténu minimalni kostry pro ten
samy graf.

3. Nyni pouzijte bod 2 a dokoncete diikaz, ze ALG < %OPTLP.

Pro pripomenuti, kostroviy mnohostén chapeme jako mnohostén urcéeny témito linedrnimi podminkami:
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Mnohostén parovani vypadé takto:
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