
3. DÚ Z ÚVODU DO APROXIMACÍ
He²ování, dolní odhady, paralelizace

Kaºdý p°íklad je za dva body. Termín: 15. 1. 2016 17:19. �e²ení odevzdávejte emailem nebo osobn¥
� bu¤ p°ímo na cvi£ení, nebo ho p°ineste do ozna£ené krabice ve 3. pat°e naproti kancelá°i S323.

Pokud by zadání bylo nejasné nebo podle vás obsahovalo chybu, nebojte se mi napsat email.

P°íklad první Vymyslete 2-aproxima£ní algoritmus proRozloºení zát¥ºe v síti Sonet.

Sí´ se skládá z kruºnice na n vrcholech. K síti máme seznam poºadavk·, kde kaºdý poºadavek má
ur£en zdrojový vrchol a cílový vrchol. Ke kaºdému poºadavku musí být p°i°azena práv¥ jedna z dvou
moºných cest mezi zdrojem a cílem (po sm¥ru nebo proti sm¥ru hodinových ru£i£ek).

Cílem je minimalizovat zát¥º (po£et pouºití) na nejvíce zatíºené hran¥.

P°íklad druhý Dolní odhad pro silné 2-univerzální he²ovací funkce pomocí LA.

Siln¥ 2-univerzální he²ovací funkce jsou de�novány z p°edná²ky takto: Rodina funkcí H (kde v²echny
funkce jsou he²ovací, £ili h : U → HT ) je siln¥ 2-univerzální, pokud pro libovolnou £tve°ici prom¥n-
ných x, x′ 6= x, y, y′ platí:

Ph náhodná z H[h(x) = y ∧ h(x′) = y′] =
1

|HT |2
.

Na cvi£ení jsme si ukazovali, ºe pro kaºdé |U | = 2n, |HT | = 2m existuje slab¥ 2-univerzální rodina,
ze které lze vybrat náhodnou funkci pomocí O(m + n) náhodných bit·. Stejný fakt platí i pro siln¥
2-univerzální rodiny.

Na²ím cílem je ukázat asymptotickou t¥snost daného odhadu; bude nám k tomu slouºit lineární
algebra. P°edpokládejme tedy, ºe máme libovolnou siln¥ 2-univerzální he²ovací rodinu H.

1. Dokaºte, ºe je-li |U | ≥ 2, tak |H| ≥ |HT |2.
2. Dokaºte, ºe je-li |HT | = 2, tak |H| ≥ |U |+ 1.

Tip: Pomocí funkcí z H sestavte pro kaºdé x jeden vektor vx z R|H| se sou°adnicemi jen ±1 tak,
aby kaºdá dvojice vx a vx′ byla na sebe ortogonální. Co tato mnoºina vektor· °íká o dimenzi
R|H|? A pro£ je pravá strana |U |+ 1 a ne jen |U |?

3. Zobecn¥te p°edchozí postup a dokaºte, ºe pro obecnou velikost |HT | platí

|H| ≥ |U |(|HT | − 1) + 1.

Tip: Pomocí funkcí z H sestavte pro kaºdé x celkem |HT | − 1 vektor· vx,y ∈ RH takových,
ºe pro jedno x jsou v²echny vx,y lineárn¥ nezávislé, a pro dv¥ r·zná x 6= x′ jsou vektory vx,y a
vx′,y′ na sebe ortogonální. Co tato mnoºina vektor· °íká o dimenzi R|H|?

4. Z p°edchozích bod· odvo¤te, ºe pokud |U | = 2n a |HT | = 2m, tak pro vygenerování náhodné
funkce z H je pot°eba alespo¬ (max(n,m) + m) bit·, coº je asymptotický t¥sný dolní odhad.

P°íklad t°etí Uvaºme op¥t problém Balancování grafu.

Pro p°ipomenutí: na vstupu je neorientovaný graf G s váhami na hranách p : E(G) → R+. Cílem
algoritmu je zorientovat v²echny hrany tak, ºe ten nejt¥º²í vrchol (vrchol s nejv¥t²í vahou hran
orientovaných k n¥mu) má co nejmen²í moºnou váhu. Formáln¥ je ná² cíl najít p°i°azení hran, které
minimalizuje ú£elovou funkci u = maxv∈V

∑
e∈E;e orientována do v p(e).

Dokaºte, ºe ºádný aproxima£ní algoritmus nem·ºe dosáhnout aproxima£ního pom¥ru men²ího neº
3/2.



Tip: Jist¥ je mnoho zp·sob·, jak dostat tento odhad, tady je jeden moºný: m·ºete zkusit namod-
elovat jeden slavný NP-úplný problém pomocí grafu, který obsahuje jen hrany o váze 1 a 1/2. Pak
zkuste odvodit, ºe pokud aproxima£ní algoritmus na tomto grafu najde °e²ení s pom¥rem men²ím
neº 3/2, tak uº musí jít o °e²ení NP-úplného problému.

P°íklad £tvrtý Uvaºme grafy s maximálním stupn¥m omezeným konstantou, £ili ∆(G) ≤
∆. Hladový algoritmus takové grafy snadno nabarví ∆ + 1 barvami, ale není v·bec jasné, jak ho
paralelizovat. Navrhn¥te a zanalyzujte rychlý paralelní pravd¥podobnostní algoritmus, který graf s
velkou pravd¥podobností správn¥ obarví ∆ + 1 barvami.

Tip: M·ºe se hodit stav¥t na základech z predná²ky.

P°íklad pátý Bonusový. Je²t¥ jednou uváºíme metrický Problém k dodavatel·.

Dokaºte, ºe ºádný aproxima£ní algoritmus nem·ºe dosáhnout pom¥ru men²ího neº 3.

Pro jistotu p°ipomeneme: na vstupu máme £íslo k a také na vstupu m + n bod·, kde m z nich jsou
p°edem ozna£eni jako dodavatelé a zbylí jsou zákazníci. Mezi v²emi t¥mito body je metrika (spl¬ující
trojúhelníkovou nerovnost). Úkolem v tomto problému je vybrat k dodavatel· tak, ºe minimalizujeme
nejdel²í vzdálenost mezi zákazníkem a jeho nejbliº²ím vybraným dodavatelem.

Tip: V n¥jakou chvíli m·ºete vyuºít, ºe k je sou£ástí vstupu � takºe lze vyrobit instanci a zvolit k
chyt°e podle dané instance, aby pro toto k byla instance t¥ºká (ale pro jiné by být nemusela).


