6. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Simplex a opakovani geometrie

PRIKLAD PRVNI Aplikujte simplexovou metodu. V néjaké chvili by jiz nemélo byt mozné
pokracovat. Zkuste si nakreslit mnohostén P a zdivodnit, pro¢ se algoritmus zastavil. Zavisi tento
problém na uc¢elové funkci, nebo jen na mnohosténu?

e Optimalizujte funkci max 3x; + x5 na mnohosténu P:

I — XT3 S —1
—Xr1 — I3 S -3
21’1 — X2 < 2
Ty, T2 Z 0.

e Optimalizujte funkci max 4x + 5y + 3z na mnohosténu P:

x+y+2z>20
5x + 6y 4+ 5z < 50
x+ 3y + 5z <30
x,y,z >0

D: Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R™. t € R. Jestlize Vo € P : cl'a < t azaroven 3z : cla = t,
ozna¢ime {z|cTx = t} jako tecnou nadrovinu n; konvexniho mnohosténu P.

Pruniky te¢nych nadrovin s mnohosténem S = n; N P pak nazyvame sténami mnohosténu P. K nim
také zapocitavame dvé nevlastni stény 0 a P.

D: Vrchol mnohosténu P je sténou dimenze 0. Hrana P je sténou dimenze 1. Nakonec faseta P je
sténou dimenze d — 1.

D: Rekneme, zZe konvexni mnohostén je omezeng, pokud se vejde do koule s kone¢né velkym polomérem.
Pro dobrou intuici si stac¢i predstavit, Ze mnohostén neutikid do nekonecna.

T'(Vrcholovy popis konv. mnohosténi): Kazdy omezeny konvexni mnohostén je roven konvexnimu
obalu vSech svych vrcholu. Omezené mnohostény tedy muZeme popsat bud pomoci vSech polopros-
tort (pak pocitame jejich prinik) nebo pomoci vSech vrcholi (pak poc¢itame jejich konvexni obal).

T: Kazda vlastni sténa mnohosténu je prinikem faset.

D: Bazické fesent je takové feSeni soustavy Ax < b, které odpovida regularni podmatici A’ matice
A.

Tedy hodnotu proménnych, které nejsou zastoupeny v A’ nastavim na 0.
T (Bazicka FeSeni jsou pravé vrcholy konvexniho mnohosténu):

Bod z; je vrcholem konvexniho mnohosténu daného soustavou Axr < b dimenze d < x; je bazické
feSeni soustavy Ax < b.

Tedy: Bod x; patii do mnohosténu (splituje vSechny nerovnice) a zaroven splituje d linedrné nezéavis-
Iych nerovnosti presné (s rovnosti).

D: d-dimenzionélni simplex je konvexnim obalem d + 1 afinné nezéavislych bodu. Pro jednoduchost
si d-dimenzionalni simplex v R? miiZzeme piedstavit jako konvexni obal:

conv(0, (0,0, ...,0,1),(0,0,...,1,0),...,(1,0,...,0,0))



D: Jednotkovéa d-dimenzionalni krychle je konvexni obal viech 2¢ bodi {0, 1}d. Krychli rozumime
(osové) vlozeni jednotkové krychle (klidné nizsi dimenze).

D: d-dimenzionalni k¥iZovy mnohostén je konvexni obal vSech bodu +e; (pro i € 1,...,d), kde
(e;); = 1, pokud ¢ = j a 0 jinak. (Tedy ve tfech dimenzich jsou to body (0,0, 1), (0,0,—1), (0,1,0),
(0,-1,0), (1,0,0) a (~1,0,0).)

PRIKLAD DRUHY Dokazte nebo vyvratte: Méjme d-dimenzionalni simplex S C RY. Existuje
nadrovina h takova, Ze priunik ani jednoho ji indukovaného (uzavieného) poloprostoru s S neni
simplex (libovolné dimenze)?

Tip: Zkuste si nakreslit malé simplexy a odvodit to podle nich.
PRIKLAD TRETI Urcete, kolik stén dimenze k£ mé d-dimenzionalni simplex.

PRIKLAD CTVRTY Spocitejte, kolik nadrovin je potifeba k urcéeni d-dimenzionalniho kiizového
mnohosténu.

PRIKLAD PATY
1. Zopakujte si, Ze sténa simplexu je sama simplexem.
2. Dokazte, 7e také kazda sténa krychle je (posunutou) krychli.

3. Plati obdobné tvrzeni i pro kiizovy mnohostén — tedy jsou fasety kiizového mnohosténu opét
(posunuté) kiizové mnohostény?



