3. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Linearita, konvexita, afinita

Priklady naleznete na zadni strané.

D: MnoZina A C R? je afinni prostor, pokud A je tvaru L-+wv pro néjaky linearni prostor L a posuvny
vektor v € R% Tvrzenim ,, A je tvaru L+v“ se mysli bijekce mezi vektory z L a vektory A zadana jako
b(u) = u + v. Dimenze afinntho prostoru A je rovna dimenzi jeho pfidruzeného linearntho prostoru
L.

D: Vektor z je afinni kombinaci kone¢né mnoziny vektoru aq, ao, . ..a, pokud x = Z?:l a;a;, kde
jsou realna €isla spliwjici Y7 a; = 1.

Mnozina bodu/vektoru V' C R? je afinné nezdvisld, pokud plati, ze zadny vektor v € V neni afinni
kombinaci ostatnich.

D: Pokud mame mnozinu vektori V C R? miZeme uvazovat jeji afinni obal, coZ je mnozina viech
vektoru A, které jsou afinni kombinaci jakékoli kone¢né podmnoziny vektori z V.

Podobné jako linearni prostory, i afinni prostory maji kone¢nou bazi, takze nemusime uvazovat
vSechny konecné podmnoziny pro generovani afinniho obalu — sta¢i generovat afinni kombinace baze.

D: Nadrovina je libovolny afinni prostor v R? dimenze d — 1. V rovine tedy je kazda primka nadrovi-
nou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolna rovina, atd.

Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou poéitame jako soucast
obou poloprostort.

D: Mnozina K C R? se nazyva konverni mnoZinou, pokud Vz,y € K,Vt € [0,1] : tx + (1 —t)y € K.
Jinak tfeceno, kazda tsecka se dvéma konci v K musi mit kazdy bod obsazeny v K.

D: Vektor x je konvezni kombinaci mnoZiny vektori ay, as, . ..a, pokud x = """ | a;a;, kde ; jsou
realna ¢isla spliwujici Y, oy = 1 a navic Vi : o; € [0, 1].

MnoZina bodi/vektort V' C R? je v konvexni poloze, pokud plati, 7e Zadny vektor v € V neni
konvexni kombinaci ostatnich.

D: Pro konvexitu mitizeme také zadefinovat obal: Pokud mime mnozinu vektortt V' C RY, jeji konvexrni
obal je mnozina vSech vektortu A, které jsou konvexni kombinaci jakékoli kone¢né podmnoziny vektoru
z V.

Zde je opravdu myslet na kazdou kone¢nou podmnozinu; konvexni mnoziny totiz nemaji vzdy konec-
nou bazi.

D: Konverni mnohostén je libovolny objekt v R?, ktery je priinikem koneéné mnoha poloprostorti.
Alternativné muzeme ¥ici, Ze konvexni mnohostén je libovolna mnozina bodi tvaru {z|Az < b} pro
néjakou redlnou matici A a realny vektor b.

Zname z lingebry:

T:Kazdy line4drni prostor dimenze k obsahuje k-vektorovou bazi. Takovou bazi dokonce mizeme najit
ortogondlni (nebo dokonce ortonormdlni) a stejné tak muzeme najit ortogondlni doplnék této baze.



Z minula:

PRIKLAD PRVNI Student Josef K. dostal na cviceni z Optimalizace zadany tkol:

Navrhneéte celociselnij program pro problém obchodniho cestujiciho, ¢ili pro dany ohodnoceny graf
G=(V,E,f), kde f : E — R{, chceme najit Hamiltonovskou kruznici s nejkratsi délkou.

Josef K. navrhuje nésledujici feSeni:

»Pro kazdou hranu wv mame proménnou x,, € {0,1}, cilova funkce je min)_ . f(uv)zy, a pro
kazdy vrchol u mame podminku ZZ.WEE Tyi = 2.
Funguje teseni Josefa K.?7 Pokud ano, zduvodnéte, pokud ne, zdivodnéte a jesté vymyslete lepsi.

PRIKLAD DRUHY Méjme mnohostén P = {z € R|z > 1&x < 2}. Prevedte zapis jeho dvou
nerovnicovych podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén z rovnicového tvaru (jeho
prostoru vzroste dimenze).

PRIKLAD TRETI Dokazte nasledujici ekvivalenci:
Mnozina n + 1 vektorit vy, v1,vs,vs,...,v, v R? je afinné nezavisla pravé tehdy, kdyZz mnoZina n
vektori vy — vy, Vg — Vg, V3 — Vg, . .., Up — Vg je linedrné nezavisla.

PRIKLAD CTVRTY  Alenka a Bob hraji hru. Alenka si vymysl{ linearni nerovnost N v R3, ale
nefekne ji Bobovi. Bobovi jen Fekne tii rizné body by, by, bs v R3, které tuto nerovnost splituji. Bob
nyni musi fikat dal$i body by, bs, b . . ., které také nerovnost spliiuji, a to do té doby, nez to Alenku
neomrzi a nepujdou spolu skdkat panéka.

Porad'te Bobovi, jak méa hrat, aby vyhral.

PRIKLAD PATY
1. Mohou se dvé 2D roviny protinat v jednom bodé, pokud jsme v R*?
2. Na rozmyslenou. Mohou se dva 3D prostory (prostory dimenze 3) protinat v R® v jednom bodg?

PRIKLAD SESTY

1. Dokazte, 7ze kazdy afinni prostor jde vyjadiit jako prinik kone¢né mnoha (afinnich) nadrovin.
2. DokaZte, Ze kazdou afinni nadrovinu lze vyjadiit jako mnoZina feSeni soustavy {z|c’x = b}.

Ndpoveda: Kdykoli uvazujete o afinnim prostoru, zkuste si jej posunout pomoci vektoru —v zpatky
do pocatku a dale uvazujte jen piidruzeny linearni prostor L.

PRIKLAD SEDMY (Hlavni chod cviceni!) Dokazte nasledujici ekvivalenci, ktera dava snadny
algebraicky popis afinnich prostoru:

Mnozina F' C R? je afinni podprostor, prave kdyz F = {z € RY Az = b} # () pro né&jakou matici
A € R™? a ngjaky vektor b € R%.

PRIKLAD OSMY Uz vime, Ze mnozina K je konvexni, pokud do mnoziny patii vSechny
usecky s dvéma konci v K. Dokazte podobny popis pro afinitu:

MnoZina A je afinni podprostor R? pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva body a,b € A plati, ze pirimka
urcend body a, b je celd obsazena v A.



