
2. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Formulace LP£ek a IP£ek

P°íklad první S pomocí znalostí z p°edná²ky rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení:

• Kaºdá úloha LP (polynomiální velikosti) je °e²itelná v polynomiálním £ase.
• Kaºdá úloha IP (polynomiální velikosti) je NP-t¥ºká.
• Kaºdou úlohu LP m·ºeme p°evést na ekvivalentní tvar, který v podmínkách obsahuje pouze

rovnosti.
• Pokud úloha LP nemá maximaliza£ní klauzuli, jde ji p°evést na rovnicový tvar a vy°e²it

Gaussovou eliminací.

P°íklad druhý Pro kaºdý zadaný problém navrhn¥te lineární nebo celo£íselný program,
který jej °e²í. (Pokud p°ijdete na lineární program, je to ur£it¥ lep²í, ale nejde to vºdy.)

• (Dopravní problém jinak.) V Kocourkov¥ je n pekáren a m obchod·. Kaºdý den i-tá pekárna
upe£e pi rohlík· a j-tý obchod prodá oj rohlík·. P°evoz jednoho rohlíku z i-té pekárny do
j-tého obchodu stojí cij korun.
Jenºe! Praxe v Kocourkov¥ ukázala, ºe kdyº i-tá pekárna zásobuje j-tý obchod, tak musí pro
tuto trasu zajistit logistiku, která je stojí lij. Logistiku lij je nutné platit pouze tehdy, kdyº
i-tá pekárna zásobuje j-tý obchod nenulovým po£tem rohlík·, a její cena nezávisí na po£tu
p°eváºených rohlík·. I nadále je nutné platit p°epravné cij.
Nalezn¥te takovou distribuci rohlík·, aby se kaºdá pekárna zbavila v²ech rohlík·, kaºdý obchod
získal (práv¥) pot°ebný po£et rohlík· a celkové náklady na p°evoz byly minimální.
• (Prokládání p°ímkou.) Máme n bod· v rovin¥. Najd¥te p°ímku (resp. sou°adnice p°ímky),

která minimalizuje sumu verikálních vzáleností bod· od výsledné p°ímky. Vertikální vzdálenost
je vzdálenost m¥°ena pouze na ose y.
Pro jednoduchost p°edpokládejte, ºe výsledná p°ímka není kolmá na osu x.
• (Nejkrat²í cesta.) Pro zadaný neohodnocený orientovaný graf G a dva vyzna£ené vrcholy s, t

navrhn¥te lineární program, který spo£ítá délku nejkrat²í cesty z s do t.

P°íklad t°etí M¥jme zadanou matici A, vektor b a lineární funkci f . Z nich m·ºeme
postavit t°eba tento celo£íselný program C:

max cTx

Ax ≤ b

x ∈ {0, 1}n
M·ºeme z nich ale postavit také následující lineární program L:

max cTx

Ax ≤ b

x ∈ [0, 1]n

P°edpokládejme, ºe oba programy jsou °e²itelné. Pojmenujme jedno optimální °e²ení celo£íselného
programu x∗C a jedno optimální °e²ení lineárního programu x∗L. Dokaºte, ºe platí následujíci nerovnost:

cTx∗C ≤ cTx∗L.

P°íklad £tvrtý NP-t¥ºký problém Váºené vrcholové pokrytí je zadaný následovn¥:

Vstup: Neorientovaný graf G s nezápornými reálnými vahami na vrcholech, zadaných funkcí w :
V (G)→ R+

0 .



Cíl: Najít podmnoºinu vrchol· S takovou, ºe kaºdá hrana e ∈ E(G) má alespo¬ jeden koncový
vrchol v S (°íkáme, ºe vrchol pokryje tuto hranu, odtud vrcholové pokrytí).

Ze v²ech takových podmnoºin S hledáme tu, která ma nejmen²í váhu, £ili nejmen²í sou£et
∑

s∈S w(s).

Navrhn¥te celo£íselný program s prom¥nnými x ∈ {0, 1}, který najde optimální °e²ení problému
Váºené vrcholové pokrytí.

P°íklad pátý Minule jsme na cvi£ení ukazovali 2-aproximaci neváºeného vrcholového
pokrytí. Zkuste vymyslet, jak vyuºít p°edchozích dvou p°íklad· k tomu, abychom na²li 2-aproximaci
problemu Váºené vrcholové pokrytí.

P°íklad ²estý Student Josef K. dostal na cvi£ení z Optimalizace zadaný úkol:

Navrhn¥te celo£íselný program pro problém obchodního cestujíciho, £ili pro daný ohodnocený graf

G = (V,E, f), kde f : E → R+
0 , chceme najít Hamiltonovskou kruºnici s nejkrat²í délkou.

Josef K. navrhuje následující °e²ení:

�Pro kaºdou hranu uv máme prom¥nnou xuv ∈ {0, 1}, cílová funkce je min
∑

uv∈E f(uv)xuv a pro
kaºdý vrchol u máme podmínku

∑
i|ui∈E xui = 2.�

Funguje °e²ení Josefa K.? Pokud ano, zd·vodn¥te, pokud ne, zd·vodn¥te a je²t¥ vymyslete lep²í.

P°íklad sedmý

1. Nalezn¥te matici A ∈ Zn×n se v²emi £ísly mezi [−10, 10] takovou, ºe Gaussova eliminace (p°evod
na trojúhelníkovou matici) v n¥jakém kroku nebo na konci vytvo°í £íslo velké exponenciáln¥,
£ili Ω(2n).

2. Mejme celo£íselnou matici B ∈ Zn×n se v²emi £ísly v intervalu [−k, k]. Zkuste vymyslet odhad
na velikost dvojkového zápisu determinantu matice B. Je velikost zápisu tohoto £ísla v dvojkové
soustav¥ polynom, nebo exponenciela v n?

3. Z p°edná²ky: Navrhn¥te, jak lze zajistit, aby Gaussova eliminace byla opravdu polynomiálníi
tedy i ve velikosti £ísel na vstupu.


