2. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Formulace LP¢ek a IPc¢ek

PRIKLAD PRVNI S pomoci znalosti z prednasky rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

e Kazda tloha LP (polynomialni velikosti) je Fesitelna v polynomialnim case.
e Kazda uloha IP (polynomiélni velikosti) je NP-tézka.
e Pokud optimalni feseni LP existuje, tak existuje jedno ve vrcholu mnohosténu podminek.

e Kazdé optimélni feseni LP (pokud existuje) je ve vrcholu mnohosténu podminek.

PRIKLAD DRUHY Pro kazdy zadany problém navrhnéte linedrni nebo celociselny program,
ktery jej fesi. (Pokud piijdete na linedrni program, je to urcité lepsi, ale nejde to vzdy.)

e (Klasicky problém.) Pekarna pece chleby, housky, bagety a koblihy. K upeceni jednoho chleba
potiebuje pul kila mouky, 10 vajec a 50 g soli. Na jednu housku je zapotiebi 150 g mouky, 2
vejce a 10 g soli. Na bagetu potifebuje 230 g mouky, 7 vajec a 15 g soli. Na jednu koblihu je
tfeba 100 g mouky a 1 vejce. Pekarna ma k dispozici 5 kilo mouky, 125 vajec, a pil kila soli.
Za jeden chleba ziska pekarna 20 korun, za housku 2 koruny, za bagetu 10 korun a za koblihu 7
korun. Pekéarna se snazi vydélat co nejvice. Jak zjisti, kolik chlebi, housek, baget a koblih mé
upéct?

e (Dopravni problém jinak.) V Kocourkové je n pekaren a m obchodt. Kazdy den i-t4 pekarna
upece p; rohlikti a j-ty obchod proda o; rohlikii. Pfevoz jednoho rohliku z i-té pekarny do j-tého
obchodu stoji ¢;; korun. (Az sem je to klasicky dopravni problém, ktery byl i na pfednasce.)

JenZe! Praxe v Kocourkové ukazala, ze kdyz i-t4 pekarna zasobuje j-ty obchod, tak musi pro
tuto trasu zajistit logistiku, kterd je stoji l;;. Logistiku /;; je nutné platit pouze tehdy, kdyz
i-t4 pekarna zasobuje j-ty obchod nenulovym poctem rohliki, a jeji cena nezavisi na poctu
pfevazenych rohlikd. I nadale je nutné platit piepravné c;;.

Naleznéte takovou distribuci rohliki, aby se kazda pekarna zbavila vSech rohlikii, kazdy obchod
ziskal (pravé) potfebny pocet rohliki a celkové ndklady na pfevoz byly minimélni.

e (Oddélovani bodi.) V roviné mame zadané cervené body ¢y, ¢a, . . . , ¢, a zelené body 21, 2o, . . ., 2.
Naleznéte primku, ktera oddéluje vsechny cervené body od zelenych, pripadné oznamte jeji ne-
existenci.

Pro jednoduchost méate zaruceno, ze zadna svisla ani vodorovna primka body neoddéluje. V
tomto prikladu miizete pouzit nékolik linedrnich programti za sebou (namisto rozboru ptipadi).

e (Souvislost grafu.) Pro zadany neorientovany graf G' rozhodnéme, jestli G je souvisly.

PRIKLAD TRETI Méjme zadanou matici A, vektor b a linearni funkci f. Z nich mtzeme
postavit tfeba tento celoc¢iselny program C"
max f ()
Az <b

xz e {0,1}"



MiiZzeme z nich ale postavit také nasledujici linearni program L:

max f ()
Ax <b
xz € [0,1)"
Predpokladejme, Ze oba programy jsou fesitelné. Pojmenujme jedno optimalni feseni celociselného
programu z{, a jedno optimalni feSeni linearniho programu z; . Dokazte, Ze plati nasledujici nerovnost:

f(zg) < f(ah).

PRIKLAD CTVRTY  Student Josef K. dostal na cvi¢eni z Optimalizace zadany tkol:

Navrhneéte celociselny program pro problem obchodniho cestujiciho, c¢ili pro dany ohodnoceny graf
G = (V,E,f), kde f : E — R{, chceme nagit Hamiltonovskou kruZnici s nejkratsi délkou.

Josef K. navrhuje nésledujici feSeni:

»Pro kazdou hranu wv mame proménnou z,, € {0, 1}, cilova funkce je min)_ . f(uv)z,, a pro
kazdy vrchol v mame podminku ZZWGE Tyi = 2.4

Funguje feseni Josefa K.? Pokud ano, zdtivodnéte, pokud ne, zdivodnéte a jesté vymyslete lepsi.
PRIKLAD PATY Méjme problém minimalni kostry: médme zadany graf G s hranami ohod-
nocenymi ¢isly w, > 0, a hleddme kostru s nejmensi vahou.

Zkuste najit dva riizné celociselné programy, které oba fesi problém miniméalni kostry a nejdou na
sebe prevést jednoduchymi tpravami. Programy mohou mit exponencialné mnoho podminek.

Ndpovéda: Minimalni kostra je strom, a strom mé v grafu mnoho ekvivalentnich definic.



