7. CVICENI Z KOMBINATORIKY A GRAFU

Vrcholova a hranova souvislost

PRIKLAD PRVNI Dokazte, ze pro kubické (3-regularni) grafy hranova a vrcholova souvislost
koinciduji.

Reseni. Pouzijeme Ford-Fulkersonovu a Mengerovu vétu a vSimneme si, e v 3-regularnim grafu jsou
kazdé dvé hranové disjunktni cesty i vrcholové disjunktni. Pokud dvé cesty sdileji vrchol, tak musi
sdilet i jednu hranu s nim incidentni, protoze kvili stupni tfi neni mozné, aby mély obé cesty svou
vlastni vstupni i vystupni hranu. Vrcholové disjunktni cesty jsou zjevné téz hranové disjunktni. Kdyby
nebyly, tak sdili dva vrcholy spoleéné hrany, a tim padem nejsou vrcholové disjunktni. Dostdvame, ze
v 3-reguldrnim grafu jsou pocty hranové a vrcholové disjunktnich cest stejné a z vyse zminénych vét je
tedy stejnd i hranova a vrcholova souvislost.

Druhy zptsob je pouzit tvrzeni k,(G) < k¢(G) z pfednasky a najit ke kazdému vrcholovému fezu
stejné velky hranovy fez. D4 se nahlédnout, Ze pro kazdy vrchol v nélezejici néjakému vrcholovému
fezu S existuje komponenta souvislosti, kterd je s vrcholem v spojend pravé jednou hranou e,. Mnozina
{ey|v € S} téchto hran tvori hranovy fez stejné velikosti.

PRIKLAD DRUHY Ukazte, ze kazdy souvisly kubicky bipartitni graf je hranové 2-souvisly.

ReSeni. Hranové 2-souvislost znamen4, 7e neexistuje hranovy fez velikosti jedna. Pfedpoklddejme pro
spor, Ze existuje hrana uv, jejimz odebranim se G = (A U B, F) rozpadne na komponenty souvislosti.
Bez Gjmy na obecnosti, necht u € V(A) a v € V(B). Vezméme si komponentu souvislosti X obsahujici
v a jeji partity X4 a Xp. Z X4 do Xp vede 3|X 4| hran. Z Xp do X4 vede 3|Xp| — 1 hran, protoze
hrana uv z vrcholu v vede do G — X. Protoze jsme pocitali hrany mezi dvéma partitami v komponenté
souvislosti, musi se ¢isla rovnat. Dostavame ale, ze | Xp| — | X 4| = %, coz je spor s tim, Ze pocty vrcholu
v partitdach X jsou celociselné.

PRIKLAD TRETI Rozhodnéte, jak se mohou zménit vrcholova a hranova souvislost pokud
odebereme nebo kontrahujeme jednu hranu.

Reseni. Ulohu si rozdélime na dveé c¢asti podle operace s hranou.

o odebrani hrany e. Pro hranovou souvislost si vS§imneme, Ze se sniz{ o jedna (pokud e nélezela
néjakému minimalnimu hranovému fezu) anebo zustane stejnd (pokud e nendlezi zddnému mi-
nimalnimu hranovému fezu). Vrcholova souvislost muze téz zustat stejnd anebo se snizi (ale téz
nejvyse o jedna).

e kontrakce hrany e. Hranova i vrcholova souvislost se mlze snizit o jedna, ziistat stejnd anebo
zvysit. Snizeni o jedna nastane pro vrcholovou i hranovou souvislost pii kontrakei libovolné hrany
K,,. Zachovani vrcholové i hranové souvislosti nastane napiiklad pri kontrakci hrany, kterd je
soucasti néjaké delsi indukované cesty, tfeba hrana v cyklu delsim nez t¥i. Hranova souvislost
se zvysi, pokud kontrahujeme hranu, kterd je mostem. Vrcholova souvislost se zvysi naptiklad
kontrakei hrany, jejiz jeden z koncovych vrcholi mé stupen jedna (neboli je incidentni s listem) -
samoziejmé pokud graf neni Ks.

Dukaz, ze odebrani a kontrakce hrany snizi vrcholovou souvislost nejvyse o jedna najdete napriklad na
http://matematika.reseneulohy.cz/3815/grafove-operace.

PRIKLAD CTVRTY Dokazte, ze graf je hranové 2-souvisly pravé kdyz mé silné souvislou ori-
entaci.


http://matematika.reseneulohy.cz/3815/grafove-operace

Reseni. Dokézeme obé implikace:

e Méjme silné souvisly orientovany graf. Z definice silné souvislosti existuje pro kazdou dvojici
vrcholl u,v orientovana cesta z v do v a také orientovana cesta z v do u. Muzeme si v§imnout, ze
tyto dvé cesty jsou hranové disjunktni, proto kdyz zapomeneme orientaci vsech hran, dostdvame
hranové 2-souvisly graf.

e Méjme hranové 2-souvisly graf. Chceme ukazat, ze existuje orientace hran takova, ze vysledny
graf je silné souvisly. Z hranové 2-souvislosti a Ford-Fulkersonovy véty vime, ze pro kazdou dvojici
vrcholl v a v existuji dvé hranové disjunktni cesty mezi nimi. Stac¢i tedy najit spravnou orientaci.
To muzeme udélat napriklad tak, ze spustime prohledavani do hloubky z libovolného vrcholu x
a hrany kostry, kterou pomoci algoritmu najdeme, zorientujeme od x k listim a ostatni hrany
zorientujeme od listi k x (neboli ostatni hrany budou orientované k tomu koncovému vrcholu,
ktery je blize k x).




