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PRVN{ ULOHA [2 body]
Necht n je prvoéislo, konstruujme matice A', A%, ... A"~ tak, ze A}; = (i+ kj) mod n pro i,j €
{1,2,...,n}. Pokud uvazime 0 = n, pak A!, A% ... A""! jsou navzdjem ortogondln{ latinské ctverce
radu n.

ResSeni. Potiebujeme ovétit, ze

o Kazdy ctverec obsahuje v kazdém tddku kazdé cislo z mnoziny {0,1,...,n — 1} prdvé jednou.

Méjme ¢étverec A® pro libovolné s € {0,...,n — 1}. Necht A= Af,j" Pak z definice A® méame

i+ sj =i+ sj, z ¢ehoz plyne j = j/, takze se v Fadcich Zddnd hodnota nevyskytuje vicekrat.

Spole¢né s faktem, ze uvazujeme hodnoty modulo n a délka radku je n dostavame, ze kazda
hodnota se v kazdém tadku vyskytuje pravé jednou.

o Kazdy ctverec obsahuje v kaZdém sloupci kaZdé cislo z mnoziny {0,1,...,n — 1} prdavé jednou.
Opét méjme ¢tverec A° pro libovolné s € {0,...,n — 1}. Necht A= Af.,J. Pak z definice A®
méame i + sj = i’ + sj, z ¢ehoz plyne i = /. Tim ziskdvame, Ze se ve sloupci neopakuje zadn4
hodnota a spolecné s vyskou sloupce a rozsahem hodnot dostavame, ze kazdy sloupec obsahuje
kazdou hodnotu pravé jednou.

o KaZdé dva ctverce AS a Al jsou navzddjem ortogondini, tedy (A

2 AL = (A7, Agee) implikuje
(i,7) = (k,£). Z definice ¢tvercu a ortogonality dostavame

i+sj=k+st

i+tj =k -+t
7 c¢ehoz plyne

i—k=s(l—j7)

i~k =t~ )

Z c¢ehoz dostéavame s(¢ — j) = t(£ — j), coz pro s # t implikuje £ = j a po dosazeni do ptuvodniho
tvaru rovnic i k = 7, coz jsme chtéli ukazat.

DRUHY ULOHA [3 body]
Najdéte sadu t¥i ortogonalnich latinskych ¢tverci fadu 4. Popiste zptisob konstrukce, nehledejte te-
seni hrubou silou. Ndpovéda: vyuZijte konstrukci z predndsky.

Pozndmka: MuZete zkonstruovat i 4 ortogondlni latinské ctverce rddu 5 ¢in — 1 ortogondlnich latin-
skych ctverci radun pro 4 < n < 9. Bude-li se vam hodit néjaky algebraicky ¢i kombinatoricky objekt
(nikoli primo sada latinskiyjch ¢i jingch ctverci), mizete si jej nalézt v literature ¢i na internetu a
pouzit ho, nemusite jej vytvdret sami.

ReSeni. Vezmeme kone¢nou projektivni rovinu fadu 4, napifklad B = {0,...,20} a

P ={{0,1,6,7,8},{0,2,9,10,11},{0,3,12, 13,14}, {0, 4, 15,16, 17},
{0.5,18,19,20},{1,2,12,15,18},{1,3,9, 16,19}, {1, 4, 10, 13, 20},
{1,5,11,14,17},{2,3,6,17,20},{2.4,7,14,19},{2,5,8,13,16}
{3,4,8,11,18},{3,5,7,10,15},{4,5,6,9,12}, {6, 10, 14, 16, 18}
{6,11,13,15,19},{7.9,13,17, 18}, {7,11,12,16, 20}, {8,9, 14, 15, 20},
{8,10,12,17,19}}




Sadu tfi ortogonalnich latinskych ¢tverct fadu 4 pomoci této konecéné projektivni roviny ziskdme kon-
strukci z prednéasky. Konkrétné vybereme jednu pifimku, napiiklad {0,1,6,7,8}, kterd bude specidlni.
Zbylé body usporadame do ¢tverce 4 x 4 tak, aby primky prochazejici bodem 0 tvorily fadky a primky
prochézejici bodem 8 tvorily sloupce. Kazdy z téchto 16-ti bodu reprezentuje jedno pole ve ¢tverci 4 x 4.
Piimky prochézejici body {1,6,7} budou urcovat jednotlivé latinské ¢tverce. Na tfech obrazcich nize
jsou primky prochdazejici 0 Sedé, piimky prochézejici bodem 1 cervené, piimky prochézejici bodem 6
modré, primky prochézejici bodem 7 zelené a zbylé primky jsou c¢erné.

Pro kazdy ¢tverec mame 4 primky, které ho urcuji. Kazdé primce uréime néjaké cislo, které dostanou
vSechny body mrtizky, kterymi primka prochézi. Protoze na permutaci nezalezi, volime ¢islo tak, ze
prvni faddek odpovidd 1234. Ziskavame néasledujici fadu ¢tverct:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
3 4 1 2 4 3 2 1 2 1 4 3
i=19 1 43| 273 41 2| 7|4 3 21
4 3 2 1 2 1 4 3 341 2
TRETI ULOHA [1 bod]

Na détském tabore je 15 déti, kazdy den maji tii déti sluzbu v kuchyni, a plati, Zze kazda dvojice déti
ma pravé jednou spolecnou sluzbu. Kolik dni trva tabor?

Reseni. Dvéma zpusoby spoéitdme dvojice déti na tdbofe. Prvni zptisob je spoéitat pocet dvojic z
celkového poctu déti, coz odpovida (125). Druhy zpusob je spocitat pocet dvojic jako pocet dvojic, které
mély spole¢nou sluzbu, tedy pocet dni d vyndsobeny (g), protoze pii kazdé se potkalo (g) dvojic déti.
Ziskavame () = p- (5), takze p = 1 = 35.




CTVRTA ULOHA [1 bod]

Dokazte rovnost
2n\ zn: n n
n) o \k)\n—k

pomoci vhodné interpretace levé a pravé strany.

ReSeni. V levé &sti vyrazu je pocet zpisobt, jak vybrat n prvki z 2n prvka. V pravé ¢sti vyrazu
pocitame to samé, jen si 2n prvkil rozdélime na dvé ¢asti a s¢itame pres vsechna 0 < k£ < n soucin poctu
zpusobt, jak vybrat z prvni ¢asti k prvka, a poctu zpusobi, jak z druhé ¢asti vybrat n — k prvka.

PATA ULOHA [3 body]
Skola ma b ucitelt a ¢ studentti, pro které plati:

o kazdy ucitel uci pravé k studentii
o pro kazdou dvojici riznych studentii existuje pravé h ucitell, kteri je uci.

Dokazte, ze

ReSeni. Spoditdame dvéma zptsoby dvojce (u,{s,t}), kde u je ucitel, ktery uéi dvojici studentii s a
t. Prvni zpusob je vzit vSechny dvojice studentii a vyndsobit je poctem ucitelil, kteii je uéi, (5) - h.
Druhy zptisob je vzit vSechny ucitele a vyndasobit je poctem dvojic studenti, které uci. Jelikoz kazdy
ucitel uci k studenti, tak zaroven uci (g) dvojic studenti. Jelikoz pocitdme obéma zptusoby stejnou véc,

dostévame (5) -h =b- (g), z ¢ehoZ uZ snadno plyne dokazovana rovnost.




