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Statistika MLE, testy a intervalové odhady
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Uvod

Budeme se zabyvat klasickou statistikou, které se také iika frekvencni statistika. Jiny pTistup je
bayesovska statistika, ktera se typicky probird az pozdéji. V téchto poznamkach budeme pracovat
hlavné s timto frekvenénim pohledem: parametr je neznama, ale pevna hodnota, zatimco ndhodna
jsou data, kterd podle daného parametru vznikla.

Statistika je prace s daty. Obcas se ji neformdlné tika inverzni pravdeépodobnost — zatimco
v klasické teorii pravdépodobnosti obvykle za¢indme modelem a ptame se, jakd data by mohl
vygenerovat, ve statistice postupujeme opacné: data uz mame a chceme z nich usoudit, jaky model
je mohl rozumné vygenerovat.

Budeme se bavit hlavné o tirech otdzkach:


https://en.wikipedia.org/wiki/Frequentist_inference
https://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_inference
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e Bodové odhady: kolik tanku asi vyrobili Némci, kdyz zndme jen sériova Cisla nékolika nalezenych
tanka?

e Testovani hypotéz: rodi se statisticky prokazatelné vic chlapci nez divek, nebo pozorovany
rozdil mize byt ndhoda?

¢ Intervalové odhady: co presné znamenaji error bary v grafech?

1 Bodové odhady

Ted si vysvétlime takzvané bodové odhady. Bodovy odhad je jedno ¢islo nebo jeden vektor, ktery z
dat vyrobime jako nas nejlepsi odhad neznamého parametru. Napriklad:

¢ 7z nalezenych sériovych ¢isel tankt odhadujeme celkovy pocet vyrobenych tanki,
e 7z poctu narozenych chlapct a divek odhadujeme pravdépodobnost narozeni chlapce,

e z méreni vysky a vihy odhadujeme sklon nejlepsi piimky, kterd predpovida vahu, kdyz zndme
vysku.

Slovo bodovy zduraznuje, ze vysledkem neni cely interval moznych hodnot, ale jeden konkrétni
kandidat. O nejistoté se budeme bavit pozdéji.

Obecny ramec pro bodové odhady je nasledujici. Mame prostor moznych pozorovani X', prostor
parametru © a pro kazdé 6 € © pravdépodobnostni rozdéleni Py na X. Parametr 6 je nezndma
hodnota, kterou se snazime odhadnout. Kazdé rozdéleni Py je pravdépodobnostni model nasich dat;
nasim cilem je najit takovy model, tedy takové 0, které na data co nejvice pasuje.

mozné modely naméfend data

Obréazek 1: Pravdépodobnostni model vede od parametru 6 k rozdéleni dat. Statisticky odhad jde
opa¢nym smérem: z naméfrenych dat = vyrobi odhad 6(x).

Nékolik konkrétnich prikladi:

o Némecké tanky. Data jsou nalezend sériova ¢isla, naptiklad x = {19,42,73}. Parametr je
celkovy pocet vyrobenych tankia N, takze © = {1,2,3,...}. Pro kazdé N tedy mame jeden
pravdépodobnostni model, ktery ika, ze pozorovana sériova ¢isla jsou nahodny vybér z mnoziny
{1,...,N}.!

! Notace je ve statistice dasto slozita, proto ji zde rozepiSeme. O datech pfemyslime jako o ndhodnych veli¢indch
X1, ..., Xn. Ndhodné veliciny mohou nabyvat mnoha hodnot a kdyz se bavime o konkrétni pozorované hodnoté, typicky
pouzivame malé pismena x1,...,x,. Naptiklad pro N = 100 je nasim modelem pravdépodobnostni rozdéleni Pigo.
Pokud potadi sériovych c¢isel nehraje roli, plati naptiklad

1
Proo({X1, X2, X3} = {19,42,73}) = —555v

100
(%)
Zapis Py, znamend, ze pravdépodobnost pocitdme v modelu s pevné zvolenou hodnotou parametru Ny. Neni to
podminénd pravdépodobnost vzhledem k ndhodnému jevu N = Ny; v klasické statistice zde parametr nebereme jako
nahodnou velic¢inu.


https://en.wikipedia.org/wiki/Point_estimation
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o Narozeni chlapce. Data jsou nuly a jednicky, tedy = = (z1,...,2,) a x; € {0,1}. Parametr je
pravdépodobnost narozeni chlapce p € [0, 1], tedy © = [0, 1]. Model tik4, ze veli¢iny X7,..., X,
jsou nezavislé a kazda méa Bernoulliho rozdéleni Bern(p).

o Normalni prameér. Data jsou redlna ¢isla x = (z1,...,z,) € R™. Predpokladdme, %e pochdzi z
normalni distribuce N(u,0?), jejiz stted p neznime, ale o ano, tedy © = R.

« Lineérni regrese. Data jsou dvojice (z;,y;). Cislo x; bereme jako vstup, podle kterého chceme
predpovidat y;. Model tika, zZe typickd hodnota y; lezi priblizné na piimce a + bx; a rozdil mezi
skutec¢nym pozorovanim a touto primkou je ndhodny sum:

Y, =a+bx; + ¢, 1=1,...,n,

kde chyby €1,...,e, jsou nezavislé a kazda ma rozdéleni N(0,1). Odhad potom vraci regresni
piimku y = @ + bx. V tomto piipadé je parametrem dvojice ¢isel, neboli © = R2.

1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

1.1.1 Vérohodnost

Zakladni zpusob, jak vyrabét estimatory, je vybrat takovou hodnotu 6, ktera nejsilnéji predikuje
data, kterd jsme opravdu vidéli. Tomu se 1ikd metoda maximdlni vérohodnosti (anglicky mazimum
likelihood estimation, zkratka MLE). Nejprve si pojdme definovat, co je vérohodnost.

Diskrétni ptipad. Jestlize maji data pravdépodobnostni funkci pg(x)?, vérohodnost (anglicky
likelihood) parametru 6 po pozorovani konkrétni hodnoty x definujeme jako

L(0;z) = po(x),  0€O.
Stejny vyraz pg(x) se tedy dé ¢ist dvéma ruznymi zpusoby:
e jako funkci x pri fixnim 6 je to model dat, fika, s jakou pravdépodobnosti uvidime jaka data,

e jako funkci 0 pfi fixnich pozorovanych datech x je to vérohodnost: pro pozorovana data x rika,
jak silné ten ktery model predikoval data, ktera jsme nakonec opravdu uvidéli.

Spojity pripad. Jestlize data pochazeji ze spojité distribuce, budeme hustotu porad znacit
po(x). Definice likelihoodu je potom stejnd a matematika je obdobna diskrétnimu piipadu.

1.1.2 Definice MLE

Definice. Odhad metodou mazimdlni vérohodnosti (anglicky mazimum likelihood estimator, zkratka

MLE) je hodnota parametru, kterd maximalizuje likelihood pozorovanych dat 1, ..., z,:
OLE = argmax L(0;x1,...,x,).
0cO

Jinymi slovy, MLE filozofie ¥ik4, ze jako odhad # mame brat hodnotu, pod kterou jsou pozorovani
data podle zvoleného modelu nejvérohodnéjsi. V definici tiSe predpokladame, ze maximizer existuje
a je jednoznacny.

Log-likelihood. Jestlize X1,..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny pochazejici ze stejného
rozdéleni (anglicky independent and identically distributed, zkratka iid), pak se likelihood d& napsat
takto:

L(®) = [ [ po(=s).
i=1

Proto se ¢asto pracuje s takzvanym log-likelihoodem

(6) = log L(®) = 3 log o (1),
i=1

2V problému némeckych tankt napiiklad pioo({19,42,73}) = 1/(120).


https://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_likelihood_estimation
https://en.wikipedia.org/wiki/Likelihood_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Log-likelihood
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Logaritmus je rostouci funkce, takze maximalizace L a maximalizace ¢ jsou tentyz problém. Vyhodou
log-likelihoodu je, Ze ¢asto vede na jednodussi matematiku, protoze souc¢iny méni na soucty.

1.1.3 Piiklady

Pojdme projit nékolik statistickych problému a najit v nich MLE. Mnoho béznych tloh ze statistiky
a machine learningu jsou specialni pripady této logiky.

Prakticky recept

U MLE se skoro vzdy opakuje stejny postup: zvol model, napis likelihood, zalogaritmuj, zahod
¢leny nezavislé na parametru, maximalizuj pres parametr a zkontroluj krajni pripady.

Priklad 1: odhad pravdépodobnosti panny

Maéme minci, na které padne panna s pravdépodobnosti p, a tuto pravdépodobnost chceme odhadnout.
Hodime proto minci n-krat. Vysledky modelujeme jako nezavislé ndhodné veli¢iny

X1,..., Xy,

kde kazdd mé rozdéleni Bern(p). Hodnota X; = 1 znamen4, ze v i-tém hodu padla panna, a X; =0
znamend opak. Pozorujeme konkrétni hodnoty z1,...,z, € {0,1} a ozna¢ime

n
k= Z Tg,
i=1

tedy pocet hodu, ve kterych padla panna.
Prostor parametru je © = [0, 1] a nezndmym parametrem je piimo p. Chceme najit estimator
PMLE, ktery maximalizuje pravdépodobnost pozorovanych dat i, ..., z,. Likelihood pro dané p je

n

L(p) = [[ p" (1 = p)' =% = pliza %i(1 — p)* Lima @ = pF(1 — p)"*
=1

Log-likelihood je tedy
{(p) =log L(p) = klogp + (n — k)log(1 — p).

Pro 0 < k < n lezi maximum uvnitt intervalu (0, 1), takze ho najdeme derivaci. Spocteme

k' n—k
O(p)=—-— .
e
Z rovnice ¢'(p) = 0 dostaneme
k_n—k
=1,

a tedy

Po tpravé vyjde

DMLE =

3|

Stejny vzorec dava spravny vysledek i v krajnich pripadech: pokud k& = 0, maximum je v p =0, a
pokud k£ = n, maximum je v p = 1.

Interpretace

MLE zde odvodi prirozeny estimator pravdépodobnosti panny: pozorovany podil hodt, ve kterych
padla panna.
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Priklad 2: norméalni model se zndmym rozptylem

Naméfili jsme IQ n matfyzakt. Jednoduchy model je, Ze pozorovani pochézeji z normalniho rozdéleni:
Xl’ s 7XTL7

kde pozorovani jsou nezévislé a kazdé m4 rozdéleni N (u,0?). Parametr y € R je neznamy a chceme
ho odhadnout. Smérodatnou odchylku o, a tedy i rozptyl o2, budeme pro jednoduchost povazovat
za znamé; napiiklad o = 15. Pozorovana data oznacime x1, ..., Ty,.

Pro dané p si nejprve napiseme hustotu jednoho pozorovani:

pu(®) = . exp(—M)

2ro 202
Likelihood celého vzorku je tedy

1

2o

L(p) = i:f[lpm) - ( )"exp<—% §< - u)2> .

Po zalogaritmovani dostaneme
) = log L) = —nlog(v2r0) — 5 > "(ws — o)*.
i=1

Prvni ¢len nezavisi na p a kladny faktor 1/(20?) také neméni polohu maxima. Maximalizace £(u) je
proto totéz jako minimalizace souctu ¢tvercovych odchylek

Derivace je

Rovnice Q'(u) = 0 déva

a tedy

Pro pozorovana data tedy vychazi

1M

Jako estimator, tedy jako funkci ndhodnych dat, piseme

Druhé derivace Q”(p) = 2n > 0 ikd, Ze @ ma minimum, takze log-likelihood ma maximum.

Interpretace

MLE zde opét vede na prirozeny vzorec: stfed normalniho rozdéleni odhadneme vybérovym

prumeérem. Dulezité je, ze prumér jsme do zadani nevlozili ruéné; vysel z normélniho modelu a z
maximalizace likelihoodu. Stejna logika stoji za metodou nejmensich c¢tvercu.
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Priklad 3: problém némeckych tanku
Béhem druhé svétové vialky se Spojenci snazili odhadnout, kolik kust techniky Némecko vyrabi.
Jedna z uziteénych stop byla prekvapivé obycCejna: sériova ¢isla na ukofisténych nebo znicenych
kusech. Z nékolika pozorovanych ¢isel se da statisticky odhadovat celkovy pocet vyrobenych kusi.
Tento priklad je znamy jako German tank problem.

V modelu predpokladdme, ze existuje nezndmé celé ¢islo N a vyrobené kusy maji sériova c¢isla

{1,...,N}.
Pozorujeme k raznych sériovych cisel vybranych bez vraceni. Parametricky prostor je
O={kk+1,k+2,...},

protoze celkovy pocet kust musi byt alespon pocet pozorovanych kust. Parametr je konkrétni, ale
neznama hodnota N € O. Estimator, naptiklad N , je naopak funkce dat.
OznaCme
m = max(x1,...,Tk)

nejvetsi pozorované sériové cislo. Pri fixnim N ma kazda k-prvkova podmnozina stejnou pravdépodob-
nost

Likelihood je proto
N > m,
0, N <m.

-1
Pro N > m roste (],Z) s N, takze (ZZ) klesa. Maximum je tedy v nejmens{ hodnoté kompatibilni s
daty:
NuvLg = m.

Jde o maximum na hranici prostoru parametru: data pouze tikaji, Ze musi platit N > m, a likelihood
je nejvetsi v nejmensi takové hodnoté.
Pro pozorovani

19, 40, 42, 60

tedy MLE vychazi
Ny = 60.

Priklad 4: linearni regrese jako MLE

Linearni regrese je o tom, ze jednou nebo vice vstupnimi proménnymi predikujeme ¢iselnou veli¢inu.
Napriklad mtzeme chtit odhadovat hmotnost ¢lovéka z obvodu pasu. Na obrazku je kazdy bod jeden
clovék a primka je linearni model, ktery zachycuje hlavni trend v datech.
Zacneme nejjednodussi verzi s jednou vstupni proménnou. Pro kazdé pozorovani mame vstup x;
a vystup y;. Hledame piimku
y=a+ bz,

ktera data dobre vystihuje. Metoda nejmensich ¢tvercu vybird takové a a b, které minimalizuji

n

RSS(a,b) = (yi — a — bay)*.

i=1

Ted ukazeme, ze tento vzorec neni ndhodny trik, ale MLE v normélnim modelu. Pro jednoduchost
polozme ¢ = 1 a predpokladejme

Y =a+bx; + ¢, 1=1,...,n.


https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_regression
https://en.wikipedia.org/wiki/Ordinary_least_squares
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2501 = w = -34.62 + 1.164-waist
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Obréazek 2: Jednoduchi linedrni regrese: hmotnost jako funkce obvodu pasu.

Clen €; je chyba modelu: rozdil mezi skute¢nou hodnotou ¥; a hodnotou a+bz;, kterou by predpovédéla
presna piimka. Pfedpoklddame, ze chyby €1, ..., e, jsou nezavislé, maji nulovou stredni hodnotu a
kazd4d ma normélni rozdéleni N(0,1). Vstupy z; zde bereme jako zndmé namérené hodnoty, podle
kterych predikujeme Y;.

Likelihood pro parametry (a,b) je

Log-likelihood je

—_

l(a,b) = —§log27r —Z i —a — bx;)?.

Prvni ¢élen je konstanta a faktor 1/2 neméni polohu maxima. Maximalizace log-likelihoodu podle
(a,b) je proto totéz jako minimalizace rezidualniho sou¢tu ¢tvercu

n

RSS(a,b) = > (yi —a — bx;)*.

i=1

7 derivace lze dostat explicitni vzorce. Pokud nejsou vsechna x; stejna, pak

Y (@B —) . .
b === =19 — bx.
ST (mi—z2 TV

Tyto vzorce ted nemusime dale rozebirat; podstatné je, ze existuji a vznikaji presné z minimalizace
RSS(a, b).

Pointa linearni regrese

Metoda nejmensich ¢tverctu je MLE estimator, ktery predpoklada, ze Sum v datech ma normalni
rozdéleni.

Obecné lineéu"ni regrese mﬁée mit mnoho Vstupnich proménnych nejen jednu; diky tomu je velmi

vvvvvv
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Priklad 5: klasifikace a cross-entropy

Predstavme si, Ze trénujeme neuronovou sit (tfeba AlexNetem) na rozpoznavani obrazki z néjakého
datasetu (tfeba CIFAR-10). Kazdy obrazek patii do jedné z deseti tiid (letadlo, auto, ptak, ...).
Model, treba neuronova sit, vezme obrazek x a vrati pravdépodobnosti jednotlivych tiid. PisSeme

p@(y | .CL'),

kde 6 jsou vahy modelu a y je tfida. Optimalizaci neuronové site ted mtzeme chapat jako specidlni
pripad bodového odhadu. Pro trénovaci data (z;,y;) je likelihood sité 6 nasledujici:

L(6) = [ polws | o).
=1

Log-likelihood je tedy
00) = logpe(yi | =:).
i=1

Maximalizovat log-likelihood je totéz jako minimalizovat negativni log-likelihood

0(6) = =3 log polys | ).

i=1

V machine learningu se tomuto cili ¢asto ika cross-entropy loss. Z hlediska statistiky optimalizace
crossentropie odpovidd MLE, neboli hledani modelu, ktery nejsilnéji predikuje pozorovana data.

Dalsi priklady

Model MLE vysledek a pozndmka

Norméln{ model s nezndmym g i 0?  fmee = X, 63 = = > (Xi — X)2

Poissonovo rozdélen{ Pois()\) AMLe = X. Stejné jako u normélniho priiméru vyjde pozorovany
pramér.

Exponencidlni rozdéleni Exp()\) Mg = 1 /X . Parametr \ je intenzita; vétsi priimérna doba zna-

mend mensi intenzitu.

Na prednaskich z machine-learningu se muzete setkat s nasledujicimi technikami: logisticka re-
grese, k-means, PCA, nebo matrix factorization. VSechny tyto techniky se viceméné daji interpretovat
jako MLE estimatory.

1.2 Kvalita odhadi: vychyleni, variance a MSE

Po odvozeni MLE jesté nevime, zda je odhad dobry. Odhad miize byt systematicky posunuty, mize
hodné kolisat mezi opakovanymi vzorky, nebo oboji. V angli¢tiné se tyto dvé vlastnosti casto popisuji
slovy accuracy a precision a kresli se pomoci terce: accuracy rikd, zda mifime na spravné misto,
precision riké, jak tésné jsou zasahy u sebe.

Ve statistickém jazyce budeme systematicky posun métit pomoci vychyleni (anglicky bias) a
kolisani mezi vzorky pomoci variance estimatoru (anglicky variance of an estimator).

Rozlisovat bias a varianci se vyplati i v bézném zivoté. Pokud néas zajimé presnost volebniho
prizkumu na obrazku nize, ptame se na dvé oddélené otézky. Jde o voli¢sky potencidl, takze uvedena
¢isla se nemusi s¢itat na 100%.

Jaky je bias pruzkumu? Zkratka CATI znamen4 telefonické dotazovani, CAWI dotazovani pres
internet. Takové metody mohou systematicky podhodnocovat skupiny, které telefon nebo internet
pouzivaji jinak nez zbytek populace. Vychyleni se proto v praxi fesi naslednym zpracovanim dat,
napriklad prevazenim odpoveédi podle véku, vzdélani nebo regionu.

Jaka je variance prizkumu? Pokud se zeptame nékolika tisic respondentil, smérodatna chyba
odhadu podilu byva radové jednotky procentnich bodu. Presnéji, pro jednoduchy odhad podilu p nize


https://en.wikipedia.org/wiki/AlexNet
https://www.cs.toronto.edu/~kriz/cifar.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Cross-entropy
https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_regression
https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_regression
https://en.wikipedia.org/wiki/K-means_clustering
https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_factorization_(recommender_systems)
https://en.wikipedia.org/wiki/Bias_of_an_estimator
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ACCURACY & PRECISION

High Accuracy Low Accuracy High Accuracy
High Precision High Precision Low Precision

Obrazek 3: Systematicky posun a rozptyl mezi opakovanymi vzorky jsou dvé rizné vlastnosti
estimatoru.

dostaneme Var(p) = p(1 — p)/n, tedy smérodatnou chybu fddu 1/+/n. Pokud chceme smérodatnou
chybu zmensit desetkrat, musime se zeptat zhruba stokrat vice respondentti. Proto se v praxi ¢asto
nevyplati zvysovat velikost priazkumu daleko za nékolik tisic lidi; presnost se pak zlepSuje uz jen
pomalu.

T2 T | B\ T S ST T T . _‘T-‘

Z Volebni potencial pro volby do Poslanecké "
- snémovny 2025 (v %) N
- 375

ANO Spolu  STAN Pirati SPD  Stacilo! Motoristé Pfisaha €R1

Zdroj: Kantar CZ a Data Collect pro €T, 3 007 resp., sbér dat 20.-29. 8., J
metoda CATI + CAWI, stat. chyba od #0,7 p. b. u stran s nejnizsim potencidlem
7 po #1,9 p. b. u stran s nejvy3sim potencidlem l

B N7 e OO W W v

Obrézek 4: Volebni prizkum: vychyleni souvisi s vybérem respondentti, variance s poctem odpovédi.

1.2.1 Vychyleni

Estimator je funkce dat
0=0(X1,...,X,),

a proto je sam ndhodnou veli¢cinou. Kdybychom experiment opakovali, dostavali bychom rtzné
hodnoty 6. Kvalita estimatoru popisuje pravé toto rozdéleni pres opakované vzorky.
Definice. Vychgleni estimatoru 6 parametru 6 (anglicky bias) je

biasg(0) = Eg[0] — 6.
Estimator je nestranny (anglicky unbiased), jestlize
Eg[0] = 0

pro kazdou hodnotu 6 v prostoru parametri.
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Vychyleni je systematicky posun. Nefiké, jak moc estimator kolisd mezi vzorky; fiké, kam mifi v
prameéru. Pokud je estimator vychyleny, nékdy z néj umime vyrobit nestranny estimator jednoduchou
korekci, napriklad vynasobenim vhodnou konstantou nebo odeétenim zndmého posunu. Nestrannost
ale neni unikatni vlastnost, ktera by urcovala jediny spravny odhad. Pokud mame nestranny estimator
a zaCneme ho pocitat jen z prvni poloviny dat, zatimco druhou polovinu zahodime, porad muze
zustat nestranny. Bude vsak typicky méné presny, protoze pouziva méné informaci.

1.2.2 Piiklady

Testovani mince.
V piikladu s minci jsme dostali MLE

. k1
p=—=-> X
n 4
=1
Jestlize jsou Xy, ..., X, nezdvislé a kazda veli¢ina m4 rozdéleni Bern(p), pak E[X;] = p. Linearita

stfedni hodnoty proto dava
1 & 1 &
E[p] = E [ ZXZ‘| = —> E[X] =p.
n - n -
=1 =1
Odhad p = k/n je tedy nestranny estimator pravdépodobnosti panny. Navic

Var(p) = Var (:L zn:Xl> = M7
i=1

n

protoze Var(X;) = p(1 — p). Smérodatna chyba odhadu podilu tedy klesa jako 1/y/n.

Vychyleni u némeckych tanki.

U problému némeckych tanki jsme jako MLE dostali maximum pozorovanych sériovych ¢isel.
Intuitivné ¢ekame, ze takovy odhad bude podstielovat: pokud nevidime vSechny vyrobené kusy,
nejveétsi nalezené Cislo typicky nebude Uplné posledni vyrobené ¢islo. Spocitame to presné.

Jako ndhodnou veli¢inu ozna¢me maximum

M = max(Xl, ‘e ,Xk).

Pokud je skutecny pocet kusit NV, pak

Aby totiz bylo maximum rovno r, musi byt ¢islo r ve vzorku a z predchozich r — 1 ¢isel vybereme

zbyvajicich k — 1.
r—1 r
=k

7 identity
iv: ry (N+1
= \k)  \k+1

a hockey-stick identity

dostaneme
NG kY () k() k(N +1)
ExyM] =Y r - - - .
=2 e ) T T e
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Vychyleni estimatoru M jako odhadu N je tedy

k—N

Pro N > k je zaporné: maximum pozorovanych sériovych ¢isel typicky podstieli skuteény pocet
kust.
Z tohoto vypoctu lze vyrobit nestrannou korekci

- 1
Nunb = kiM - 17
k
protoze
N k+1
EnN[Nunb] = TEN[M] —1=N

Pro pozorovani 19,40, 42,60 mame k = 4 a M = 60, takze

. 5
Nuwp = 7 60 =1 =74,

MLE tedy vychézi 60, zatimco nestranné korigovany odhad vychézi 74. To neni spor: maximalni
vérohodnost a nestrannost jsou dvé ruzna kritéria.

@ rozorovéno
=== MLE = 60
= = nestranna korekce = 74

19 4042
[ o0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

sériové cislo

Obrézek 5: Némecké tanky: MLE bere nejvétsi pozorované sériové ¢islo, nestranna korekce ho posune
Vys.

1.2.3 Variance a smérodatna chyba

Definice. Variance estimatoru (anglicky variance of an estimator) je
Varg(f) = Eq[(0 — Egb)?].
Smérodatnd chyba estimatoru (anglicky standard error) je smérodatna odchylka estimatoru:
se(f) = \/Varg(6).

Priklad: standard error podilu a pruméru.

U falesné mince mame X; ~ Bernoulli(p) a estimator

11
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MLE p = k/n je tedy sice jedna konkrétni hodnota spoctend z dat, ale kdybychom cely experiment
opakovali, kolisal by kolem skutec¢ného p typicky v méritku /p(1 — p)/n.

Podobné pro vybérovy primér nezavislych stejné rozdélenych veli¢in s varianci o2 plati
o2

= 1 & 1 &
Var(X) = Var (n ;XZ> =3 i:ZIVar(Xz‘) =

Tedy
(X) =
se = —.
vn
V normalnim modelu, kde jsou Xi,..., X, nezdvislé a kazda veli¢ina mé rozdéleni N(u,0?) se

znamym o, je tedy standard error estimatoru fi = X piesné o/\/n.

Odmocninové pravidlo

Pridavani dat pomdaha, ale ne linedarné. Chceme-li zhruba dvakrat mensi typickou chybu praméru

nebo podilu, potrebujeme asi ¢tyrikrat vétsi vzorek; pro desetkrat mensi chybu potrebujeme asi
stokrat vétsi vzorek.

1.2.4 Stredni kvadraticka chyba
Definice. Stredni kvadratickd chyba estimatoru 0 (anglicky mean squared error, zkratka MSE) je
MSEy () = Eg[(0 — 6)°].
MSE kombinuje systematickou chybu i ndhodné kolisani. Presny vztah je
Véta: rozklad MSE

Pro kazdy estimator 0 a kazdé 0, pro které existuji prislusné momenty, plati

MSEy(0) = biasg(0)? + Varg(f).

A

Diikaz rozkladu MSE. Pricteme a odecteme Eg[f]:
0 —0=(0—TEgh) + (Egd — 0).
Po umocnéni dostaneme
(0 —0)% = (0 —Egh)? + 2(0 — Egh) (Egd — 0) + (Egf — 0).
Vezmeme stfedni hodnotu. Prostfedni ¢len zmizi, protoze
Eglf — Egf] = 0.
Zbude

Eg[(0 — 6)%] = Bg[(0 — Eg0)*] + (Eof) — 6)°,
tedy A . .
MSEy () = biasg(6)* 4+ Varg().

O]

Kdyz chceme porovnavat dva estimatory stejné veli¢iny, MSE je casto prirozend metrika: méri
prumeérnou kvadratickou vzdalenost od pravé hodnoty. Diky rozkladu vyse presné vidime, jestli
estimator prohrava proto, ze miri systematicky vedle, nebo proto, ze prilis kolisa.

Ale pozor, dva estimétory jsou obecné neporovnatelné. Napr. pokud v problému némeckych
tankd uvazujeme MLE estimator, a estimdtor N = 42, tak druhy estimétor m4 nulovy MSE pokud
ndhodou plati N = 42. Neda se tedy Tict, ze by druhy estimator byl horsi. Z hlediska MSE je nicméné
druhy estimator horsi skoro pro vsechny mozné hodnoty V.
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2 Testovani hypotéz

V testovani hypotéz se ptame, zda jsou data jesté slucitelna s néjakym vychozim vysvétlenim, nebo
zda uz vypadaji jako diikaz pro néco zajimavéjsiho. Vychozi vysvétleni nazyvame nulovd hypotéza a
znacime ho Hy. Typicky 1ikd “nic zajimavého se nedéje”: mince je férova, novy lék nemé efekt, dvé
veli¢iny spolu nesouvisi. Proti nému stoji alternativni hypotéza Hi, kterd stoji pro vSechny ostatni
vysvétleni.

Statisticky test neni nastroj, ktery pfimo rozhodne, co je pravda. Je to pravidlo, které ma
kontrolovat falesné poplachy: kdyz Hy ve skutecnosti plati, test ji smi zamitat jen zridka. To je
podstatné jemnéjsi garance, nez jak si ji lidé ¢asto predstavujou. Test mize zamitnout pravdivou
nulovou hypotézu; hladina testu jen tika, jak casto se to smi stavat pri opakovaném pouzivani
stejného postupu.

pii a = 0.05

asi 1 falesné zamitnuti

z 20 opakovani

Obrazek 6: Hladina o = 0.05 kontroluje dlouhodoby podil falesnych pozitivnich zavérd, ne
pravdépodobnost pravdivosti konkrétni hypotézy po pozorovani dat.

Casto se bavime o takzvanych parametrickych testech (uvidime z-test, t-test), kde si omezime
mnozinu vsech hypotéz tak, Ze jsou kontrolovany jen jednim nebo nékolika ¢isly. Napriklad pred-
pokladame, ze data pochazeji z normélniho rozdéleni a my jen nevime hodnotu u, o. Opakem jsou
neparametrické testy (uvidime permutacni test).

Definice. Statisticky test (anglicky statistical test) je formalné pravidlo, které na zakladé dat
rozhoduje, zda zamitnout nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativy Hj.

Formalné lze test zapsat pomoci testovaci funkce

¢ : X — {zamitdme, nezamitame}.

Hodnota ¢(x) = zamitdme znamend, ze pii datech z zamitdme Hy. Hodnota ¢(x) = nezamitame
znamena, ze Hy nezamitame. Mnozina

R={x € X : p(zr) = zamitdme}
se nazyva kritickd oblast (anglicky critical region nebo rejection region). Je to mnozina dat, pro
ktera test zamita.

2.1 Testova statistika a extrémni hodnoty

Definice. Testovd statistika (anglicky test statistic) je funkce dat, kterd shrnuje informaci relevantni
pro rozhodnuti mezi Hy a Hi:
T=T(X1,...,Xn).

Test typicky zamitd pro extrémni hodnoty 7. Co znamend “extrémni” se lisi. U jednostranného
testu nas zajima jeden smér, napiiklad velké kladné hodnoty T'. U oboustranného testu nas zajima
odchylka obéma sméry, napiiklad velké hodnoty

7.

Kdyz pozdéji budeme mluvit o datech “takto extrémnich nebo extrémnéjsich”, vzdy tim myslime
extrémnost vzhledem ke zvolené alternativé a zvolené testové statistice.
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2.2 False positive, false negative a hladina

Test miize udélat dva typy chyb:

« false positive: zamitneme Hy, i kdyz H plati,

o false negative: nezamitneme Hy, i kdyz plati alternativa.

V klasické statistické terminologii se false positive fika také chyba prvniho druhu a false negative
chyba druhého druhu.

Hladina vyznamnosti (anglicky significance level) « je horni mez na pravdépodobnost false
positive.

Formalné test ¢ mé hladinu nejvyse «, jestlize

sup Pyp(zamitneme Hp) = sup Py(p(X) = zamitdme) < «
0€0g €6

U jednoduché nulové hypotézy Hg : 0 = 0 je to jen
Pgo (X S R) < a.

Skuteéné maximum

sup Pyp(¢(X) = zamitdme)

0€0Og
se nékdy nazyva skutecnd velikost testu (anglicky size). V praxi se slovo hladina ¢asto pouzivé i pro
cilovou hodnotu, napriklad o = 0.05.

Definice. P-hodnota (anglicky p-value) je nejmensi hladina vyznamnosti, na které by dany test
jesté zamitl nulovou hypotézu pro pozorované data. Jinymi slovy, hypotézu na hladiné 0.05 zamitame
tehdy, kdyz nam vyjde p-hodnota mensi nez 0.05. Misto “zamitame na hladiné 0.05” se tak ¢asto v
¢lancich pise p-hodnota, kterd je informativnéjsi.?

Jak p-hodnotu ¢ist spravné

P-hodnota neni pravdépodobnost, ze Hy je pravdiva. Je to pravdépodobnost takto extrémnich
nebo extrémneéjsich dat za predpokladu, ze Hy plati.

2.3 Priklady

Podil chlapcti mezi novorozenci

Predstavme si, ze mame data o narozenich za rok 2022 a chceme védét, zda jsou konzistentni s
jednoduchym modelem 50/50, nebo zda se rodi vice chlapct. Pokud pfichdzime k datim s predem
danou hypotézou “slysel jsem, ze chlapci se rodi trochu vic”, dava smysl jednostranny test

Hy:p=0.5, Hy:p>0.5.

Jednostranny test soustiedi celou hladinu do jednoho sméru, a proto ma vétsi Sanci zamitnout, kdyz
je skute¢na odchylka pravé timto smérem.

Pokud jsme ale zddnou smérovou hypotézu predem neméli a az po pohledu na data vidime, ze
chlapct je vic nez divek, korektni je oboustranny test

Hg:p:0.5, lep#0.5.

Obecné mé byt test navrzen pred pohledem na data. Rozhodnout se pro jednostranny test az poté,
co jsme uvidéli smér odchylky, je forma p-hackingu.
Jako statistiku vezmeme pocet chlapcu

S = #chlapct

3K p-hodnotam, které tésné nevysly jako signifikantni, viz napiiklad blogovy text Still Not Significant 2.
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nebo ekvivalentné podil
. S
p=—.
n
V nasich datech vychézelo
n = 101299, Pobs = 0.5132.

Pod nulovou hypotézou mé pocet chlapct rozdéleni
S ~ Bin(101299,0.5).

Nulové rozdéleni mtizeme ziskat dvéma zptsoby. Bud ho nasimulujeme: opakované vygenerujeme
101299 porodi s pravdépodobnosti chlapce 0.5 a divame se, jak ¢asto vyjde stejné velka odchylka.
Nebo pouzijeme vzorec pro binomické rozdéleni; u tak velkého n ho navic velmi dobte aproximuje
normalni rozdéleni.

Zivé narozené déti v Cesku (2022)

60000 -

51 987
49 312

50000

40000 -

30000

pocet narozenych

20000 +

100001

chlapci divky

Obréazek 7: Pozorovana data sama o sobé nestaci. Potfebujeme je porovnat s tim, co bychom cekali
pod Hy.

Zamitaci oblast

Zamitaci oblast je ¢ast prostoru moznych dat, ve které test zamitd Hy. V oboustranném testu ji
pii hladiné o = 0.05 obvykle rozdélime do dvou kraju nulového rozdéleni, po 2.5% na kazdé strané.
Dtlezité je poradi: zamitaci oblast konstruujeme pfed pohledem na konkrétni data. Po pozorovani
uz jen zkontrolujeme, zda pozorovana hodnota do této oblasti spadla.

Pro oboustranny test pocitame pravdépodobnost stejné nebo vice extrémniho vysledku v obou
smérech od 0.5. Pro nase data vysla p-hodnota priblizné

pA4.39x 10717,

U predem zvoleného jednostranného testu H; : p > 0.5 by p-hodnota byla ptiblizné polovicéni.
Tak mald p-hodnota znamend, Ze kdyby byl skutecny podil chlapcta presné 0.5, takto odchyleny
vysledek bychom vidéli extrémné ziidka. Na béznych hladindch, naptiklad 0.05 nebo 0.01, proto Hy
s prehledem zamitame.
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Nulova distribuce p pfi Hp : p = 0.5 (200 000 simulaci)

80004 = normalni aproximace
= stfed pod Hop: 0.5
7000 4 = pozorovéno: p=0.5132
6000 A
5000 -
+J
(%]
2
+2 4000 1
>0
3000
2000 1
1000
0 ; ; . \
0.495 0.500 0.505 0.510 0.515
simulovany podil chlapct
Obrazek 8: Rozdéleni testové statistiky pod nulovou hypotézou.
Zamitani nulové hypotézy pro hladinu a =5%
1 1
— normélniaproxima@_@l%d b.5031
= stied pod Ho: 0.5
8000{ == 2.5%
6000
.
(%]
[e]
C
D
,8 4000 1
2000
0_
0.492 0.494 0.496 0.498 0.500 0.502 0.504 0.506 0.508

testova statistika T=p

Obrézek 9: Pro hladinu o = 5% zamitame Hy v krajnich oblastech nulového rozdéleni.
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Priklad: z-test priuméru pri znamém rozptylu
Necht
X1,..., X,

jsou nezdvislé a kazda veli¢ina ma rozdéleni N(u,0?), kde o je zndmé. Testujeme

Ho:p=po  proti  Hy:p# po.

_ 2
X~N(uo,”>.
n

Standardizovand testova statistika z-testu je

Za platnosti Hy vime, ze

X — o
7 = .
o/\/n
Za Hy ma presné rozdéleni
Z ~ N(0,1).

Oboustranny test na hladiné « zamita, kdyz
| Z] > 21_ay2,
kde z1_q/7 je piislusny kvantil standardniho normdlniho rozdéleni. Pro a = 0.05 je
20.975 ~ 1.96.
P-hodnota je
p=2(1 — ©(|2obs]))-
2.4 Priklad: t-test pri neznamém rozptylu

Kdyz o nezndme, nahradime ho vybérovou smérodatnou odchylkou

Testova statistika je

Za predpokladu normalniho modelu a platnosti Hy méa statistika t-testu Studentovo rozdélent
T ~tp_1.

Tento vysledek neni z definice z-testu ziejmy. V Citateli stdle stoji odchylka priaméru od pg, ale
jmenovatel uz neni pevné ¢islo o/+/n: odhadujeme ho z dat pomoci s//n. Proto se do statistiky
pridava dalsi ndhodnost a vysledné rozdéleni ma tézsi ocasy.

Oboustranny test na hladiné o zamita, kdyz

’T‘ > tlfa/Q,nfl'

Pro malé vzorky jsou t-kvantily vétsi nez normalni kvantily, protoze navic odhadujeme rozptyl. Pro
velké n se t-rozdéleni blizi standardnimu normélnimu rozdéleni.

2.5 Permutacni test jako model nulové hypotézy

Ne vSechny testy musi stat na normalnim modelu. U permutacniho testu je nulova hypotéza casto
tvrzeni, ze pritazeni stitkd je vic¢i pozorovanym hodnotam ndhodné.
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Studentovo t ma téZ3i ocasy nez N(0,1) (zvlast pro malé n)

0.40 = N(0,1)

—— tsdf=2
—= tsdf=5
—— tsdf=29

0.35 4

0.30

0.25 4

0.20 4

hustota

0.15 4

0.10 4

0.05 4

—m =

0.00 +

Obrézek 10: Studentovo t-rozdéleni ma pii malém poctu stupni volnosti tézsi ocasy nez N(0,1). S
rostoucim n se k normalnimu rozdéleni priblizuje.

Priklad: délka prijmeni podle pohlavi.
Ve tiidnich datech se mtzeme ptat, zda maji zeny delsi piijmeni nez muzi. Nulova hypotéza iika, ze
pohlavi a délka prijmeni spolu nesouvisi; Stitky F/M jsou tedy pfi pevnych délkach zameénitelné.
Jako statistiku vezmeme

T=Xr—Xu.
V pozorovanych datech vyslo Tops = 1.51 znaku. Kdyz ndhodné permutujeme stitky F/M a vzdy
znovu spocitame T', dostaneme permutacni rozdéleni pod Hy. V nasich datech ani v jedné ze 100000
permutaci nevysla hodnota tak velka, tedy p < 107°.

Rozdéleni T pod Ho (100 000 permutaci) - jednostranné

7000 4 zamitaci oblast (a = 0.05)
= kritick4 hodnota = 0.51

6000 4 = T_obs = 1.51 (naSe data)
‘G 5000 A
&
=)
E 4000
[}
o
. 3000
=]
Q

2000 4

1000 A

0 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Xr—Xu (po nédhodné permutaci F/M)

Obrazek 11: Permutacni rozdéleni rozdilu primérnych délek piijmeni pfi ndhodném pritazovani
stitka F/M.

Priklad: délka jména a prijmeni.

Jind otazka je, zda délka krestniho jména souvisi s délkou piijmeni. Jako testovou statistiku muzeme
vzit sklon regresni primky. Mame-li dvojice (x;,y;), pod nulovou hypotézou zadné asociace drzime
x; fixni a uvazujeme permutace

(T, Yr(i)) T E Sp.

Pro kazdou permutaci spocitame statistiku T, naptiklad sklon regresni primky, a pozorovanou
hodnotu porovname s timto permutac¢nim rozdélenim. V tomto prikladu vyslo p =~ 0.16, takze
nulovou hypotézu nezamitdme.
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Rozdéleni T pod Ho (100 000 permutaci) - oboustranné
T

zamitaci oblast (a = 0.05, oboustranné)
4000 4 = kritické hodnoty = +0.148
= T_obs = 0.106 (nase data)

3000 4

2000 +

pocet permutaci

1000 4

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3
sklon pfimky b (po ndhodné permutaci y)

Obréazek 12: Permutacni test sklonu: podil permutaci se stejné extrémnim sklonem dava p-hodnotu
priblizné 0.16.

Logika je stejna jako u z-testu:

1. zformulujeme Hy,
2. zvolime statistiku T,
3. odvodime nebo nasimulujeme rozdéleni T' za Hy,

4. podivame se, zda pozorovana hodnota lezi v extrémni ¢asti tohoto rozdéleni.

Rozdil je jen v tom, ze nulové rozdéleni nevznika z normalni aproximace, ale z permutaci, které
jsou podle nulové hypotézy zaménitelné.
2.6 Sila testu a experimentalni design

Sila testu (anglicky power) je pravdépodobnost, Ze test zamitne Hy, kdyz ve skutecnosti plati
konkrétni alternativa. Nejcistsi smysl ma pri porovnavani testi proti pevné urcené alternativeé:

7(0) = Py(zamitneme Hy), 0 c0O.

Hladina « kontroluje falesné pozitivni zavéry. Sila fesi opacnou otazku: jak casto test skutecny signél
zachyti. Chyba druhého druhu pii konkrétni alternativé je 1 — 7 (6).
2.6.1 Porovnani testti na prikladu s minci

Testujme
Hy:p=20.5 proti Hy:p>0.5

na zakladé 100 hodd minci. Pii alternativé p = 0.6 dostaneme napiiklad:

pravidlo hladina sila pii p = 0.6 komentar

#hlav > 59 na 100 hodech ~0.044 =~0.623 rozumny test

#hlav > 32 jen na prvnich 50 hodech ~0.032 =0.336 zahodili jsme polovinu dat
zamitej ndhodné s pravdépodobnosti 0.05  0.05 0.05 spravna hladina, nulova citlivost

T¥i testy mohou mit podobnou hladinu, ale velmi odlisnou schopnost zachytit skuteény signél.
Hladina sama tedy nerikd, zda je test dobry.
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2.6.2 Volba testu a navrhu experimentu

Silu testu ovlivnuje velikost efektu, velikost vzorku, Sum v méreni a také to, zda test odpovida
mechanismu vzniku dat. U pramért a podili se porad vraci méfitko 1/v/n: étyfikrat vétsi vzorek
dava zhruba dvakrat mensi smérodatnou chybu.

situace rozumny test poznamka
Prumeér, zndma o z-test silny, ale spoléha na znamy rozptyl a
normalni model
Primér, neznama o t-test prirozend nahrada z-testu; kvuli
odhadu rozptylu ma tézsi ocasy
Dvé randomizované skupiny permutac¢ni nebo dvouvybérovy permutacni test vyuziva
t-test zameénitelnost; t-test pridava
modelové predpoklady
Bez kontrolni skupiny zadny test nevyresi designovy zlepseni mize byt placebo, Casovy
problém trend nebo regrese k priméru
S kontrolni skupinou test rozdilu mezi skupinami testujeme efekt zasahu proti

prirozenému vyvoji kontrol

Tabulka 1: Sila testu neni jen vlastnost vzorce; ¢asto rozhoduje kvalita navrhu experimentu.

2.6.3 Placebo, regrese k primeéru a kontrolni skupina

V realnych experimentech nestaci divat se jen na zménu v jedné skupiné. Zlepseni mtize vzniknout i
bez té¢inného zisahu:
e regrese k primeéru: kdyz vybereme extrémni pripady, pri dalsim méfeni ¢asto vypadaji méné
extrémné uz jen z nahody,

e placebo efekt: lidé se Casto citi Iépe i bez tc¢inné latky, protoze ocekavaji zlepseni,

e zména chovani pri méreni: samotnd Gcast v experimentu mize zménit to, co lidé délaji nebo
reportuji,

e Casovy trend: situace se mohla zménit z divodl nesouvisejicich se zasahem.

Nazev regrese k pruméru je historicky: Galton pozoroval, Ze extrémné vysoci rodi¢e mivaji déti
také vysoké, ale v priméru méné extrémni. Slovo “regrese” zde tedy neznamena fitovani primky jako
v linedrni regresi, ale navrat extrémnich pozorovani blize k popula¢nimu prumeéru pri opakovaném
meéreni.

U 1ékii na depresi je to zdsadni problém: lidé ¢asto vyhledaji pomoc ve chvili, kdy je jim mimoradné
Spatné, a Cast zlepseni by nastala i bez nové 1é¢by. Podobné kdyz umistime vystrazné znacky na
mista, kde bylo v poslednich letech neobvykle mnoho nehod, pocet nehod tam muze pozdéji klesnout
i bez uc¢inku znacky, protoze extrémni obdobi se samo vraci blize béznému priméru.

Proto v mediciné a socidlnich védach potiebujeme kontrolni skupinu. Idedlni je randomizovand
kontrolovand studie (anglicky randomized controlled trial, zkratka RCT):

1. vhodné jednotky nahodné rozdélime do skupiny se zasahem a kontrolni skupiny,
2. skupina se zdsahem dostane sledovany zasah,
3. kontrolni skupina dostane placebo, standardni péc¢i nebo zadny zasah podle otazky,

4. porovnavame rozdil mezi skupinami, ne jen zménu uvnitt jedné skupiny.

Randomizace pomahd vyrovnat znamé i neznamé rusivé faktory mezi skupinami.
Kontroln{ skupiny jsou uzite¢né i mimo medicinu. V prizkumech o konspira¢nich teoriich se
napriklad ukdzalo, Ze ¢dst lidi souhlasi i s iplné vymyslenym tvrzenim: 30.6% respondentu pripustilo,
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ze George W. Bush mohl mit podil na fiktivni havarii v North Dakoté. Takovy kontrolni bod pomaha
odlisit specifickou viru v konkrétni teorii od obecné tendence souhlasit s podezfelymi tvrzenimi.

Pravé pro porovnavani skupin existuji standardni testy: varianty z-testu a t-testu pro rozdily
prameéru nebo podili, pripadné permutacni testy. Pokud mame randomizované prirazeni do treatment
a control skupiny, permutac¢ni test je obzvlast pfirozeny: pod nulovou hypotézou zadného efektu jsou
stitky skupin zaménitelné.

2.6.4 Simpsonuv paradox

Agregovana data mohou tvrdit opak toho, co plati uvniti kazdé podskupiny zvlast. To je jadro
Simpsonova paradoxu.

Mize se napriklad stat, ze primérnd zivotni spokojenost bélocht se za poslednich deset let zvysila
a prumeérnd zivotni spokojenost nebélochu se také zvysila, ale celkovy primér v populaci presto
klesl, protoze se zménilo slozeni populace. Podobné mtize novy 1ék v agregovanych datech vypadat
lépe nez stary, i kdyz je ve skutecnosti horsi v kazdé vékové skupiné, pokud byl testovan hlavné na
mladsich pacientech s lepsi prognézou.
kontrolni a experimentalni skupinu. SpiSe porovnavame dva prizkumy nebo dva experimenty, které
vznikly na jinych profilech lidi. Telefonicky a internetovy volebni prizkum mohou zasdhnout jiné
vékové a vzdélanostni skupiny. Dva léky mohou byt testované v ruznych nemocnicich; do jedné
nemocnice treba castéji prichdzeji kritické pripady. Pak muze horsi 1ék vypadat v agregatu lépe jen
proto, ze byl testovan na zdraveéjsi populaci.

Simpsontv paradox neni matematickd chyba. Je to varovani, ze otazka “mame agregovat?” je
vécnd otdzka o mechanismu vzniku dat. Nékdy nds zajiméa kontrolované srovnani uvnitt podskupin,
typicky kdyz porovnavame acinnost 1ékid. Jindy je relevantni pravé agregat: pokud je celd populace
chudsi, je to dilezity ekonomicky ukazatel i v situaci, kdy se kazdé podskupiné zvlast vede lépe.
Spravné troven agregace zavisi na tom, co chceme odhadnout.

Prakticka pointa

Dobré statistika nekonci u algebraického vypoctu. Stejné dulezity je ndvrh experimentu, kontrolni

skupina, randomizace, méreni spravné veliciny a kontrola toho, zda agregace neschovava dilezitou
strukturu dat.

3 Intervalové odhady

3.1 Definice konfiden¢ni mnoziny

Bodovy odhad déva jedno ¢&slo. Casto ale chceme vyjadfit i nejistotu. Misto jedné hodnoty proto
vratime mnozinu hodnot parametru, které jsou s daty jesté kompatibilni.

Smysl konstrukce je dlouhodoby: kdyz budeme stejny postup pouzivat opakované, spravna
hodnota parametru mé typicky lezet uvnitt vyrobeného intervalu. Konkrétni interval po pozorovani
dat uz je pevny; bud parametr obsahuje, nebo ne. Garance 1ika, ze metoda, ktera intervaly vyrabi,
se trefuje dost cCasto.

Definice. Intervalovy odhad nebo obecnéji konfidencni mnozina (anglicky confidence set)
parametru 6 na hladiné « je pravidlo, které kazdému vzorku prifadi mnozinu

C(Xy,...,Xp) CO
tak, Ze pro kazdou skutec¢nou hodnotu 6 € © plati
Pg(e S C(Xl, R ,Xn)) >1—a.

Cislo 1 — a se nazyvé pravdépodobnost pokryti (anglicky coverage probability) nebo konfidenéni
hladina (anglicky confidence level).
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100 nezavislych 95% Cl pro u - 12 netrefilo skutecné u
T

100 4 — |

80 A

40 A

opakovani experimentu (1 - 100)

20 1

04 B e ——————— ——- skute¢né u = 100

90 95 100 105 110
hodnota

Obréazek 13: Konfidenc¢ni hladina popisuje dlouhodobé pokryti: pti opakovani experimentu vétsina
intervali obsahuje skute¢nou hodnotu parametru.

Kdyz je C(X3,..., X,) interval, piSeme cCasto
C(Xy,...,Xn) =[L(X1,...,X0n),U(X1,...,Xn)]

Pak pozadavek pokryti zni

Interpretace

Nahodny je interval, ne parametr. Parametr je fixni, ale pfi opakovani experimentu by se ménila
data a tim i vysledny interval.

3.2 Jak ¢&ist 95% interval

Formulace
]P)g(ﬁ € C(Xy,... ,Xn)) > 0.95

neznamena, ze po pozorovani konkrétnich dat je pravdépodobnost pravdivosti vyroku “6 lezi v nasem
intervalu” rovna 95%. V klasickém, frekventistickém c¢teni je 6 fixni a ndhodny je postup, ktery
interval vyrabi.

Spravna interpretace je:

Kdybychom cely experiment mnohokrat opakovali a pokazdé znovu pouzili stejny kon-
strukéni postup, alespon 95% takto vzniklych intervalt by obsahovalo skuteény parametr.

Po pozorovani konkrétnich dat uz konkrétni interval bud skutec¢ny parametr obsahuje, nebo ne.
Nevime kterou moznost, ale klasickd pravdépodobnostni garance se tyka dlouhodobého chovani
postupu.

Typicky budeme pouzivat oboustranné intervaly [L(X),U(X)]. Existuji ale i jednostranné
konfiden¢ni meze, napfiklad (—oo, U(X)] nebo [L(X), 00). Volba odpovida tomu, zda by odpovidajici
test byl oboustranny nebo jednostranny.

Ted si ukdzeme konstrukci intervalu z test. Myslenka je jednoduchd: pro kazdou hypotetickou
hodnotu parametru udélame test a v intervalu nechdme pravé ty hodnoty, které test nezamitne. Po
konkrétnim ptikladu si obecné dokézeme, pro¢ tento postup dava spravné pokryti.
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3.3 Priklad: intervaly pro primeér

Necht
X1,...,X,

jsou nezdvislé a kazd4 veli¢ina mé rozdéleni N(u,0?), kde o je zndmé. Pro kazdou hypotetickou
hodnotu pp testujeme
Ho : pp= po

oboustrannym z-testem. Testova statistika je
X — o
VA = .
(MO) 0_/\/,5

Na hladiné « test nezamita pravé tehdy, kdyz
1Z(p0)] < 21-a/2-
Dosadime a upravime nerovnost:

g

X — Mo — o —
<2lap — X- Zl—a/2% <po <X+ Zl—a/2ﬁ'

a/v/n

Mnozina vSech hodnot g, které z-test nezamitne, je tedy

_ o — g
c(X) = [X - Z1-a/2%, X + Zl—a/Q\/ﬁ}

konfiden¢ni interval pro p s pokrytim 1 — a. Interval jsme tedy neziskali jako novy objekt, ale jako

inverzi rodiny z-testu.
Pro a = 0.05 je zg.975 ~ 1.96, takze

= o — o
0195%(,11,) = |:X — 196%, X + 196\/77:| .

Pii X =112, 0 = 15, n = 30 vyjde
Clgse (1) =~ [106.63, 117.37].

mm— 95% Cl
* ® X=112
® =100

97.5 100.0 102.5 105.0 107.5 110.0 112.5 115.0 117.5
hodnota u

Obrazek 14: Ekvivalentni formulace téhoz vysledku: bud test zamitne Hy : p = 100, nebo fekneme,
Ze 100 nelezi v 95% intervalu.

Neznamy rozptyl: t-interval.

Kdyz o nezname, pouzijeme

Za normalniho modelu plati
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Stejnou kvantilovou tpravou dostaneme
Chia(p) = | X — tl—a/Z,n—li) X +t1—o¢/2,n—li .
vn vn
Pro malé vzorky je tento interval Sirsi nez z-interval, protoze t-rozdéleni méa tézsi chvosty a navic
odhadujeme rozptyl.

95% intervaly pro primér: za t

N N « © ©
o n S) o S}

prlimérna délka pfijmeni

o
wn

I 6.40

muzi (n=204) zeny (n=44)

o
<)

5.5

Obrézek 15: Na stejnych datech miizeme dostat mirné odlisné intervaly podle zvolené konstrukce.

3.3.1 Nezamitaci oblast

Pro test hypotézy
Hy:0=20y

na hladiné o ozna¢me nezamitaci oblast
A(6p) = {x : test pri datech x nezamitne Hy : 0 = 0y}.
Protoze test mé hladinu «, pri pravdivé hypotéze 6 = 6y plati
Py, (X ¢ A(6p)) < a.

Ekvivalentné
P@O (X S A(@o)) >1—a.

Nezamitaci oblast je mnozina v prostoru dat. Inverze testu ji pfevrati na mnozinu v prostoru
parametri.

3.3.2 Z testli na intervaly

Ted dokazeme obecny princip pouzity v predchozim prikladu: kdykoliv mame pro kazdou hypotetickou
hodnotu parametru test na hladiné «, muzeme z téchto testii udélat konfidencéni mnozinu. Do intervalu
patri pravé ty hodnoty parametru, které by odpovidajici test pii pozorovanych datech nezamitl.

Véta: interval jako inverze testl

Necht pro kazdé 6y € © mame test hypotézy
H(] 10 = 00
na hladiné « s nezamitaci oblasti A(fy). Definujme

C(X)={0€0:X e Alf)}.

Pak C(X) je konfiden¢éni mnozina pro 6 s pokrytim alespon 1 — a.
. J
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Diikaz. Fixujme skutecnou hodnotu parametru 6. Z definice C(X) plati ekvivalence
e C(X) <= XeA(@).
Pravdépodobnost obou stran prii skutecném parametru 0 je tedy stejna:
Py(0 € C(X)) =Py(X € A(9)).
Protoze A(6) je nezamitaci oblast testu hypotézy Hy : § = 6 na hladiné o, mame
Po(X € A(0)) > 1 — a

Tedy
Py € C(X)) >1—a.

To je presné definiéni podminka konfidenéni mnoziny. ]

3.3.3 Z intervall na testy

Plati i opac¢ny smér: kazdy konfidencni set definuje rodinu test.

Véta: test jako inverze intervalu

Necht C(X) je konfidenéni mnozina pro 6 s pokrytim alespon 1 — «.. Pro kazdé 6y € © definujme
test hypotézy
H() 10 = 90
tak, ze zamitne pravé tehdy, kdyz
Oy ¢ C(X).
Pak ma tento test hladinu nejvyse a. )
o

Drikaz. Pii pravdivé hypotéze 0 = 0y je pravdépodobnost zamitnuti
Poo (60 ¢ C(X)).
Protoze C(X) ma pokryti alespon 1 — «, plati
Py, (6 € C(X)) > 1 —a.
Po doplnéni do jednicky dostaneme
Py, (6o ¢ C(X)) < a.
Test tedy m4 hladinu nejvyse «. O

Hlavni souvislost

Hodnota parametru lezi v 100(1 — «)% konfiden¢nim intervalu pravé tehdy, kdyz by odpovidajici
test hypotézy Hp : 6 = 0y na hladiné « tuto hodnotu nezamitl.

3.4 Bootstrap

U priméru, podilu nebo norméalni linearni regrese umime casto rozdéleni estimatoru spocitat rucné.

Vv

parametru slozitého modelu, muze byt presné odvozeni nepraktické. Bootstrap je obecna simulacni
metoda, jak nejistotu odhadnout primo z dat.
Idedlni postup pro odhad nejistoty by vypadal takto:

1. znédme skutec¢né populacni rozdéleni P,
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2. z P vygenerujeme mnoho novych datasett velikosti n,
3. na kazdém datasetu spocitame stejny estimator 0,

4. z rozdéleni téchto hodnot popiseme smérodatnou chybu nebo interval.

Problém je, ze skutecné P nezndme. Bootstrap ho nahradi empirickym rozdélenim pozorovanych dat.

3.4.1 Empirické rozdéleni

Po pozorovani dat x4, ..., z, definujeme empirické rozdélent
. 1
Pn = - E 5:61‘7
n “
=1

kde 4., je bodova pravdépodobnost v pozorovani x;. Jinymi slovy: empirické rozdéleni dava kazdému
pozorovanému bodu pravdépodobnost 1/n.
Bootstrapovy vzorek
Xi,..., X

je ndhodny vybér velikosti n z empirického rozdéleni P,, tedy vybér s vracenim z ptvodnich dat.
Nékteré ptvodni body se v bootstrapovém vzorku objevi vicekrat a nékteré viibec.

plvodni data jeden bootstrap vzorek
b °
121 °
° ° ° L ] ® °
— 107 8 °® ° ° ° ° 1 e @& ° e ©°
g e o W & c°°o o ¢ Y % B W S ¥ w
E 8le & @ @® ¢ ® o 1% = % @ oo
i‘ W 8 88 W o g N
T 6{e° o W ®W o° %o ° 10 o @ W 8. o
© @ P W WP L e o |® @ & W o @ o ®
41 ® @& ° ° °, 1 4 ® ® g °®
L4 © ° L4 8 % % e
21 ° °
4 6 8 10 12 4 6 8 10 12
délka jména délka jména

Obrazek 16: Bootstrapovy vzorek vznikd losovanim s vracenim z ptuvodnich pozorovani.

3.4.2 Zakladni neparametricky bootstrap

Necht estimator zapisujeme jako
0=s(Xy,...,Xn),

kde s je néjaka funkce dat. Bootstrapovy postup:

1. Vylosuj s vracenim bootstrapovy vzorek X7,..., X} z ptivodnich dat.

2. Spocitej bootstrapovou verzi estimatoru

0* = s(X5,...,X7).

n

3. Opakuj kroky 1 a 2 mnohokrat, napriklad B = 1000 nebo B = 10000 krat.
4. Rozdélen{ hodnot 8%, ..., 6*B pouzij jako aproximaci vybérového rozdéleni 6.

Co bootstrap déla

Bootstrap aproximuje rozdéleni estimatoru tim, ze nezndmé populacni rozdéleni nahradi empir-
ickym rozdélenim pozorovanych dat.
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3.4.3 Bootstrapova smérodatna chyba

Jakmile mame bootstrapové rozdéleni, mizeme z néj odhadovat veli¢iny, které by jinak vyzadovaly
znalost vybérového rozdéleni estimatoru. U bodovych odhad® jsme vidéli, ze variance estimatoru
je dulezitd, ale Casto ji neumime spocitat ru¢né. Bootstrap ji odhaduje piimo z opakovanych
bootstrapovych hodnot

jejichz prumér je
1 B
o ==Y 6.
e

Bootstrapovy odhad smérodatné chyby je jejich vybérova smérodatna odchylkas:

o A 1 & -
Seboot(e) = ﬁ Z(@*b — 0*)2
b=1

Stejné bootstrapové rozdéleni mizeme pouzit i ke konstrukci konfidenénich intervali.

3.4.4 Percentilovy bootstrapovy interval
Nejjednodussi bootstrapovy interval vezme percentily bootstrapového rozdéleni. Pro 95% interval
pouzijeme
[90.025> 0.975] >
kde ¢ je y-kvantil hodnot 6*1,... 65,
Tento interval je snadno pochopitelny a c¢asto prakticky uzitecny. Neni ale univerzalné nejlepsi: u

vyrazné vychylenych nebo asymetrickych bootstrapovych rozdéleni se pouzivaji i varianty jako basic
bootstrap, bootstrap-t nebo BCa interval.

3.4.5 Priklad: sklon v regresi

V prikladu se ptame, zda délka piijmeni souvisi s délkou kiestniho jména. Odhad, ktery nas zajim4,
je sklon regresni pfimky b.

Zavisi délka prijmeni na délce jména?

e —— OLS: sklon b = 0.106
e 12 4 °
% b ° °
o
E 10 1 8 o® ° ° ° ™
0]
g °e ® L -] b o eeo 94 &
% 8 o0 Ko W o“® 3 ® L]
g e ™ e W % e
E6f To° « W ® .° 3 .
a @ e 8 A W . .
Z 44 ® M ® ° o
° oo L4 °
2- [ ]
2 4 6 8 10 12

délka jména (pocet znak{)

Obrazek 17: Estimator uz neni primeér, ale sklon regresni primky.

Protoze kazdé pozorovani je dvojice
(xi7 y’L>7
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bootstrapujeme celé dvojice, ne zvlast x a zvlast y. V kazdém bootstrapovém vzorku znovu spocitame
sklon b*. Tim dostaneme empirické rozdéleni odhadu sklonu.
Pro tato data vysel percentile bootstrap interval priblizné

[—0.058, 0.280].

Nula lezi uvnitt intervalu. To je konzistentni s tim, ze permutacni test nenasel silny signal proti
nulové hypotéze nulového vztahu.

Bootstrap pro sklon v regresi (20 000 resampld)

95% percentile Cl = [-0.058, 0.280]
== pozorovany sklon = 0.106

800 +
QE
o
£ 6004
©
0
]
_
D 400 A
>Q
o
o

200 A

0

-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
bootstrapovy sklon b

Obrazek 18: Bootstrapové rozdéleni odhadu sklonu a z néj odvozeny 95% interval.

3.4.6 Kdy bootstrap funguje dobre
Bootstrap obvykle funguje dobte, kdyz:

e data jsou priblizné nezéavisla a stejné rozdélena,
o vzorek rozumné reprezentuje populaci,
e estimator je dostatecné stabilni,

e nejde o extrémni extrapolaci do ¢asti rozdéleni, kterou jsme skoro nepozorovali.

U zavislych dat, naptiklad casovych fad, obycejny bootstrap rozbije strukturu zavislosti. Tam se
pouzivaji jiné varianty, napiiklad block bootstrap. U velmi malych vzorkd muaze empirické rozdéleni
reprezentovat populaci spatné. U extrémnich kvantili bootstrap ¢asto podcenuje nejistotu, protoze v
datech chybi informace o nepozorovanych chvostech.
situacich funguje velmi dobte, ale u hrani¢nich, nespojitych nebo silné zavislych problémi je potreba
ovérit predpoklady konkrétni bootstrapové varianty.
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