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1 Pravděpodobnost – úvod

Jak si při čteńı asi brzy všimnete, jedná se o pracovńı verzi s mnohými překlepy
a nedodělky, snad bude i tak užitečná ke studiu. Pokud objev́ıte nějaký překlep
(a zejména nějakou závažněǰśı chybu), budu vděčný za informaci na email sa-
mal@iuuk.mff.cuni.cz. Zat́ım chyby objevili Jan Adámek, Tomáš Bod’a, Miroslav
Cimerman, Šimon Dvořák, Dominik Farhan (ten i poradil zjednodušeńı d̊ukazu
Věty 83), Aurel Farkašovský, Adam Holda, Jakub Kub́ık, Matej Lieskovský, Jan
Mitka, David Nguyen, Šimon Pajger, Pavol Rajczy, David Stanovský, Daniel
Skýpala, Adam Šebesta, Milan Veselý, Pavel Valtr, Kryštof Vǐsňák a Kateřina
Vokálová. Děkuji!

Aplikace na rozehřát́ı Dř́ıve než začneme s budováńım pravděpodobnosti
od začátku, ukažme si jednu rychlou aplikaci.

Př́ıklad 1. Dány dva polynomy f , g stupně d. Chceme zjistit, zda jsou stejné,
a to co nejrychleji. Polynom f je dán svými koeficienty, tj. f(x) =

∑d
i=0 aix

i,
polynom g lze psát jako g1 · g2 a máme zadány koeficienty polynom̊u g1 a g2.

Zjevné řešeńı je naj́ıt koeficienty polynomu g a pak srovnat, pro i = 0, . . . , d,
jestli koeficient v g u xi je roven ai. To je ale dost pomalé: O(d2) pokud budeme
násobit př́ımočaře, nebo O(d log d) pokud použijeme pro násobeńı polynomů
FFT. Ukážeme si, jak ověřeńı provést v čase O(d), pokud nám nevad́ı malá
pravděpodobnost chyby.

Zvoĺıme parametr k, jako malé přirozené č́ıslo. Vybereme náhodně a nezávisle
(tj. opakovaně voláme funkci random.randint() nebo jej́ı ekvivalent) č́ısla x1, . . . , xk

z množiny S = {1, 2, . . . , 10d}. Pro každé z nich ověř́ıme, zda f(xi) = g1(xi)g2(xi).
(To lze jistě udělat v lineárńım čase.) Pokud pro nějaké i rovnost neplat́ı, tak
v́ıme jistě, že f ̸= g. Pokud rovnost plat́ı pro všechna i = 1, . . . , k, budeme mı́t
za to, že f = g. Jaká je pravděpodobnost, že jsme se zmýlili? Všechna xi jsou
kořeny polynomu f − g. Ten má stupeň nejvýše d a neńı nulový (jinak jsme
se nezmýlili). Proto má f − g nejvýše d kořen̊u – a všechna č́ısla xi jsou mezi
nimi. To se pro jedno i stane s pravděpodobnost́ı ≤ d

10d = 1
10 , pro všechna i s

pravděpodobnost́ı 1/10k.
Nalezli jsme tzv. pravděpodobnostńı algoritmus: v lineárńım čase zjist́ıme,

zda f = g, přičemž kladná odpověd’ může být špatně s pravděpodobnost́ı 10−k.
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Jedná se o nejjednodušš́ı př́ıpad Schwartz-Zippelova algoritmu. Jeho obecná
verze funguje pro polynomy ve v́ıce proměnných. Na tomto principu je založena
i jedna metoda randomizovaného testováńı prvoč́ıselnosti.

Pravděpodobnost – intuice, definice Některé jevy neumı́me nebo nechceme
popsat kauzálně: hod kostkou sice popisuj́ı fyzikálńı zákony, ale pokud by bylo
možné změřit přesně zp̊usob házeńı a předpovědět, které č́ıslo padne, tak by to
hry s kostkami pokazilo, obdobně při hodu šipkou na terč.

Počet email̊u, které dostaneme za jeden den, typicky záviśı na rozhodnut́ı
mnoha jiných lid́ı. Doba běhu programu na reálném poč́ıtači zaviśı zejména na
tom, jak chytře je naprogramovaný, ale také na tom, co dělaj́ı ostatńı programy,
což ovlivňuje naplněńı keš́ı, atd.

Ponechme stranou fyzikálně-filosofickou otázku, zda něco může být opravdu
náhodné, nebo zda je vesmı́r deterministický. (I v takovém př́ıpadě by byla
teorie pravděpodobnosti užitečná pro studium složitých systémů s chaotickým
vývojem, viz př́ıklady výše.) Mı́sto toho přejděme k tomu, co pro pravděpodob-
nostńı popis nějaké situace potřebujeme.

Elementárńı jevy V prvńı řadě si muśıme poř́ıdit množinu Ω. Jej́ı prvky
(budeme jim ř́ıkat elementárńı jevy) budou odpov́ıdat jednotlivým výsledk̊um
nějakého náhodného experimentu. Slovo experiment použ́ıváme hodně obecně,
může zahrnovat jedno č́ıslo, které padlo na hraćı kostce, nebo celý pr̊uběh
výpočtu v poč́ıtači, včetně všech stav̊u všech registr̊u a keš́ı, nebo i (už bez
nároku na konkrétńı výpočet) celý stav vesmı́ru. Nicméně pro jeden hod kost-
kou budeme typicky použ́ıvat Ω = [6] = {1, 2, . . . , 6} – zaj́ımá nás jen výsledek
a ne třeba dráha letu kostky. Pro popis tři hod̊u kostkou bude Ω = [6]3, pro
nekonečnou posloupnost hod̊u definujeme Ω = [6]N (množina všech zobrazeńı N
do [6], neboli všechny nekonečné poslouponosti č́ısel 1, 2, . . . , 6).

Pro popis počtu email̊u můžeme brát Ω = N0 (pokud nás opravdu zaj́ımá
jen jedno č́ıslo v jednom dni), pro dobu běhu Ω = R. Při házeńı šipkou na terč
bude Ω množina všech bod̊u terče, což můžeme popsat např. jako jednotkový
kruh v rovině.

Prostor jev̊u Dále vybereme prostor jev̊u (event space) F jako podmnožinu
potenčńı množiny P(Ω). Jev je nějaká množina elementárńıch jev̊u,

”
něco, co

nastalo“, u kterého budeme cht́ıt měřit jejich pravděpodobnost. Často F =
P(Ω), to je možné vždy, když Ω je spočetná a v takovém př́ıpadě je to typická
volba. Abychom mohli s měřenými jevy dobře pracovat, tak je potřeba, aby
tvořily systém uzavřený na běžné operace. To popisuje následuj́ıćı definice.

Definice 2. F ⊆ P(Ω) je prostor jev̊u (též σ-algebra), pokud

1. ∅ ∈ F a Ω ∈ F ,

2. A ∈ F ⇒ Ω\A ∈ F (množinu Ω\A, tj. doplněk A, znač́ıme zkráceně Ac)
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3. A1, A2, . . . ∈ F ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ F .

Z třet́ı podmı́nky speciálně plyne uzavřenost na sjednoceńı konečně mnoha
množin: můžeme volit Ak+1 = Ak+2 = · · · = ∅ a zjist́ıme, že pokud A1, . . . , Ak ∈
F , tak i A1 ∪ · · · ∪ Ak ∈ F . Kombinaćı s druhou podmı́nkou dostáváme takě
uzavřenost na pr̊uniky (konečné i nekonečné) a doplňky.

Množina P(Ω) splňuje podmı́nky této definice. Nicméně pro Ω = R, nebo
Ω = {0, 1}N pro F = P(Ω) nedokážeme provést posledńı krok popisu náhodných
jev̊u, tj. definovat na F pravděpodobnost.

Axiomy pravděpodobnosti Stručně: co si představit pod pojmem pravdě-
podobnost? Pro jev A ∈ F č́ıslo P (A) určuje něco jako mı́ru d̊uvěry v to,
že

”
nastane jev A“, neboli, že vybereme nějaký elementárńı jev, prvek ω ∈

Ω, takový, že ω ∈ A. Pokud zkoumáme experiment, který lze opakovat, tak
můžeme P (A) chápat jako dlouhodobou úspěšnost, počet pokus̊u, kdy jsme
vybrali prvek A. Pro jevy, které principiálně opakovat nelze, můžeme P (A)
chápat subjektivně, pomoćı hraničńıho kurzu, se kterým jsme ještě ochotni si
na A vsadit. Vı́ce se t́ım, co P (A) vlastně znamená budeme zabývat v části o
statistice. TODO: nebo už tady? TODO: př́ıklad1 kostka TODO: př́ıklad2 čaj
Thomas Bayes

Definice 3. P : F → [0, 1] se nazývá pravděpodobnost (probability), pokud

1. P (Ω) = 1, a dále

2. P (
∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P (Ai), pro libovolnou (nekonečnou) posloupnost po dvou

disjunktńıch jev̊u A1, A2, . . . ∈ F .

Pozorováńı

• P (∅) = 0: stač́ı v definici pravděpodobnosti vźıt Ai = ∅ pro všechna i

• Druhá podmı́nka z Definice 3 plat́ı i pro konečně mnoho množin. Jsou-li
totiž A1, . . . , An po dvou disjunktńı, můžeme zvolit An+1 = An+2 = · · · =
∅ a

P (

n⋃
i=1

Ai) = P (

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

P (Ai) =

n∑
i=1

P (Ai).

Definice 4. Pravděpodobnostńı prostor (probability space) je trojice (Ω,F , P )
taková, že

• Ω ̸= ∅ je libovolná množina elementárńıch jev̊u,

• F ⊆ P(Ω) je prostor jev̊u, a

• P je pravděpodobnost.
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Názvoslov́ı

•
”
A je jistý jev“ znamená P (A) = 1. Také se ř́ıká, že A nastává skoro jistě
(almost surely), zkráceně s.j. (a.s.).

•
”
A je nemožný jev“ znamená P (A) = 0.

• Šance (odds) jevu A je O(A) = P (A)
P (Ac) . Např. šance na výhru je 1 ku 2

znamená, že pravděpodobnost výhry je 1/3; šance, že na kostce padne
šestka je 1 ku 5.

K rozmyšleńı 1. Znamená P (A) = 0 totéž, jako A = ∅?

Při všech výpočtech i teoretických úvahách budeme často použ́ıvat následuj́ıćı
vlastnosti pravděpodobnosti.

Věta 5. V pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F , P ) plat́ı pro A,B ∈ F

1. P (A) + P (Ac) = 1 (Ac = Ω \A)

2. A ⊆ B ⇒ P (B \A) = P (B)− P (A) ⇒ P (A) ≤ P (B)

3. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

4. P (A1 ∪A2 ∪ . . . ) ≤
∑

i P (Ai) (subaditivita, Booleova nerovnost)

D̊ukaz. 1. Plat́ı, že Ω = A ∪ Ac a množiny A, Ac jsou disjunktńı. Proto
P (Ω) = P (A) + P (Ac). Dle definice je P (Ω) = 1, proto jsme hotovi.

2. Obdobně jako v minulé části můžeme psát B = A∪ (B \A) a odsud plyne
P (B) = P (A) + P (B \A) ≥ P (A).

3. Označme C1 = A\B, C2 = A∩B a C3 = B\A. Podle definice množinových
operaćı plat́ı A ∪ B = C1 ∪ C2 ∪ C3, A = C1 ∪ C2 a B = C2 ∪ C3. Nav́ıc
jsou množiny C1, C2, C3 po dvou disjunktńı. Z definice pravděpodobnosti
tedy plyne, že P (A ∪ B) = P (C1) + P (C2) + P (C3), zat́ımco P (A) =
P (C1) + P (C2) a P (B) = P (C2) + P (C3). Odsud již snadno plyne, co
potřebujeme.

4. Asi jste si už všimli, že všechny d̊ukazy byly založeny na tom, že jsme
hledali rozklad nějaké množiny na sjednoceńı po dvou disjunktńıch množin
– to proto, abychom mohli použ́ıt druhou část definice pravděpodobnosti.
I zde použijeme tento

”
trik zdisjunktněńı“. Označme B1 = A1 a Bi =

Ai \
⋃

j<i Aj pro i > 1. Snadno si rozmysĺıme, že

• Bi ⊆ Ai a tedy P (Bi) ≤ P (Ai) pro všechna i

• Bi ∩Bj = ∅ pro i ̸= j

•
⋃∞

i=1 Ai =
⋃∞

i=1 Bi
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Odsud už snadno źıskáme, co potřebujeme:

P (

∞⋃
i=1

Ai) = P (

∞⋃
i=1

Bi) =

∞∑
i=1

P (Bi) ≤
∞∑
i=1

P (Ai).

Z diskrétńı matematiky jistě znáte vzoreček podobný bodu 3 z předchoźı
věty: |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|. Za chv́ıli si ukážeme, že se jedná o
speciálńı př́ıpad, kdy použijeme takzvaný klasický pravděpodobnostńı prostor.
Pravděpodobnostńı variantu má i rozš́ı̌reńı na v́ıce množin, Princip inkluze a
exkluze. Ten zde zmı́ńıme jen bez d̊ukazu (ten bude jako cvičeńı později, TODO
odkaz).

Věta 6. V pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F , P ) plat́ı pro A1, . . . , An ∈ F
vztah

P (A1 ∪ · · · ∪An) =

n∑
k=1

(
(−1)k−1

∑
I∈([n]

k )

P (
⋂
i∈I

Ai)
)
.

1.1 Př́ıklady pravděpodobnostńıch prostor̊u

Klasický: neboli konečný s uniformńı pravděpodobnost́ı: Ω je libovolná konečná
množina, F = P(Ω), P (A) = |A|/|Ω|. (To je ten klasický vzorec pro pravděpodob-
nost: počet dobrých možnost́ı děleno počtem všech.)

Představa: Ω je bedna s mı́čky, ty v množině A jsou červené. Ptáme se, jaká
je pravděpodobnost, že vytáhneme červený mı́ček.

Diskrétńı: zobecněńı předchoźıho př́ıpadu. Ω = {ω1, ω2, . . . } je libovolná
nejvýše spočetná množina. Jsou dána p1, p2, . . . ∈ [0, 1] se součtem 1.
P (A) =

∑
i:ωi∈A

pi

Představa: Ω je opět bedna s mı́čky, ale každý mı́ček má jinou šanci, že ho
vytáhneme.

Varianta zápisu: funkci p : Ω → R, pro kterou plat́ı p(ωi) = pi nazveme
pravděpodobnostńı funkce pro př́ıslušný pravděpodobnostńı prostor. Pak můžeme
psát př́ımočaře P (A) =

∑
a∈A p(a).

Pokud Ω je konečná a p(ω) = 1/|Ω| pro všechny ω ∈ Ω, dostáváme klasický
pravděpodobnostńı prostor.

Geometrický:
”
Hezká“ Ω ⊆ Rd pro d ≥ 1. Necht’ Vd(A) označuje d-rozměrný

objem množiny A a F obsahuje podmnožiny Ω, které maj́ı tento objem defino-
vaný. Definujeme P (A) = Vd(A)/Vd(Ω).

Představa pro d = 2: Ω je terč, do kterého stř́ıĺıme hodně zdálky, takže
všechny části zasahujeme stejně často. Pravděpodobnost, že nějakou množinu
zasáhneme je př́ımo úměrná jej́ı velikosti: objemu či obsahu (podle dimenze).
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Spojitý: Kombinace diskrétńıho a geometrického. Opět máme
”
hezkou“ Ω ⊆

Rd pro d ≥ 1, nav́ıc (taky hezkou) funkci f : Ω → [0,∞), která splňuje
∫
Ω
f = 1.

Definujeme P (A) =
∫
A
f .

Představa pro d = 2: Ω je terč, do kterého stř́ıĺı kompetentńı střelec, takže
se častěji trefuje do středu. Funkce f popisuje, jak silný vliv to má.

Pokud f(x) = 1/Vd(Ω), dostáváme geometrický prostor jako výše.

Bernoulliho krychle – nekonečné posloupnosti Žádný z výše uvedených
př́ıklad̊u nezahrnuje prostor nekonečných posloupnost́ı: Ω = [6]N (nekonečně
dlouhé házeńı kostkou), nebo pro informatiku přirozeněǰśı Ω = {0, 1}N (ne-
konečné házeńı minćı, tj. neomezený zdroj náhodných bit̊u. Ukážeme si obecně,
jak pracovat s prostorem Ω = SN, kde S je diskrétńı postor s pravděpodobnost́ı
Q.

Ani zde nemůžeme volit F = P (Ω) a definovat pravděpodobnost splňuj́ıćı
axiomy výše. Co nám typicky stač́ı je, aby pro množiny A = A1 × · · · × Ak ×
S × S × · · · byla definována jejich pravděpodobnost a platilo

P (A) = Q(A1) · · ·Q(Ak).

Intuice: jednotlivé souřadnice jsou nezávislé, můžeme klást požadavky na konečně
mnoho z nich.

Dobrá zpráva je, že toto je možné: můžeme do množiny F dát všechny
množiny tvaru A1 × · · · × Ak × S × S × · · · (a jejich doplňky a disjunktńı
sjednoceńı), formulku pro P lze na všechny tyhle doplňky a disjunktńı sjednoceńı
rozš́ı̌rit.

1.2 Nepř́ıklady

Náhodné přirozené č́ıslo můžeme vybrat mnoha zp̊usoby. V přednášce poznáme
geometrické a Poissonovo rozděleńı. Nemůžeme ale požadovat, aby všechna
přirozená č́ısla měla stejnou pravděpodobnost. (Proč?)

”
Náhodné přirozené

č́ıslo je sudé s pravděpodobnost́ı 1/2.“ To zńı věrohodně, ale nemá jasný smysl.
(A pro většinu voleb pravděpodobnosti na přirozených č́ıslech to neńı pravda.)

Náhodné reálné č́ıslo Opět neńı žádný preferovaný zp̊usob, jak definovat
pravděpodobnost pro Ω = R. Typicky bude každé reálné č́ıslo mı́t pravděpodobnost 0!
Nav́ıc nejde definovat pravděpodobnost tak, aby nezáležela na posunu, tj. P ([0, 1]) =
P ([1, 2]) = . . .

Náhodná tětiva kružnice – Bertrand̊uv paradox Vybereme náhodnou
tětivu zadané kružnice. Jaká je pravděpodobnost, že jej́ı délka je větš́ı, než strana
vepsaného rovnostranného trojúhelńıku? To je známá úloha, jej́ıž paradoxnost je
v tom, že neńı dobře zadaná: vybrat náhodnou tětivu je možno několika zp̊usoby
a pro každý vyjde pravděpodobnost jinak.
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2 Podmı́něná pravděpodobnost

Zat́ım jsme zavedli jakýsi jazyk pro mluveńı o náhodných jevech, ale neńı jasné,
jestli o nich můžeme ř́ıct něco pozoruhodného. Zaj́ımavé to začne být až nyńı,
kdy začneme mluvit o podmiňováńı.

Definice 7. Pokud A,B ∈ F a P (B) > 0, pak definujeme podmı́něnou pravděpodobnost
A při B (probability of A given B) jako

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

ΩA1

A2

A3 A4

B

K rozmyšleńı 2. Rozmyslete si, jaké jsou podmı́něné pravděpodobnosti P (Ai |
B) a P (B | Ai) pro i = 1, 2, 3 na obrázku.

Věta 8. V pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F , P ) pro pevné B ∈ F definujme
Q(A) := P (A | B) pro všechna A ∈ F . Pak (Ω,F , Q) je pravděpodobnostńı
prostor.

Snadný d̊ukaz vynecháváme. Důležité ale je si uvědomit, co věta znamená:
podmiňováńı nějakým jevem znamená, že pracujeme v novém pravděpodobnostńım
prostoru. V něm chceme, aby pravděpodobnost B byla 1, muśıme tedy všechny
pravděpodobnosti

”
přeškálovat“ – vydělit P (B).

TODO: co to udělá s klasickým a s diskrétńım prostorem, co s geometrickým

Zřetězené podmiňováńı Přeṕı̌seme si definici podmı́něné pravděpodobnosti,
P (A ∩ B) = P (B)P (A | B). Toto je tvar, který je často ten užitečný. Pro ilu-
straci, budiž A1 jev

”
prvńı karta v baĺıčku je srdcová“ a A2 jev

”
druhá karta

v baĺıčku je srdcová“ (oboj́ı pro běžný baĺıček 32 karet). Jistě je P (A1) = 8/32
(osm srdcových karet z celkem 32). Na P (A2 | A1) se pod́ıváme jako na výpočet
v novém pravděpodobnostńım prostoru, v tom, kde máme už jen 31 karet a
mezi nimi jen 7 srdcových. Tud́ıž P (A2 | A1) = 7/31. Podle vzorce výše je
P (A1 ∩A2) =

8
32

7
31 .

** TODO: lépe
Zobecněńı tohoto principu pro v́ıce množin udává následuj́ıćı věta.
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Věta 9. Pokud A1, . . . , An ∈ F a P (A1 ∩ · · · ∩An) > 0, tak

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) =

P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1 ∩A2) . . . P (An |
n−1⋂
i=1

Ai)

D̊ukaz. Pokud P (A1∩· · ·∩An) > 0, tak i pro všechna k máme P (A1∩· · ·∩Ak) >
0 a tedy jsou všechny podmı́něné pravděpodobnosti definované. Máme tedy na
pravé straně výraz

P (A1)
P (A1 ∩A2)

P (A1)

P (A1 ∩A2 ∩A3)

P (A1 ∩A2)
· · · P (A1 ∩ · · · ∩An)

P (A1 ∩ · · · ∩An−1)

Snadno si všimneme, že v tomto výrazu se většina člen̊u zkrát́ı, zbyde jen P (A1∩
A2∩· · ·∩An), která nám zbýt má. (Formálně přesný d̊ukaz pomoćı matematické
indukce si čtenář doplńı v př́ıpadě zájmu sám.)

Všimněme si toho, že v této větě je na levé straně symetrický výraz – pokud
seřad́ıme množiny A1, . . . , An v jiném pořad́ı, tak se formule nezměńı. Na pravé
straně dostaneme tedy pro všech n! pořad́ı stejný výsledek, ale pokaždé źıskaný
jiným výpočtem. Máme tedy n! vět za cenu jedné – můžeme si vybrat takové
pořad́ı, které nám výpočet ulehč́ı.

K rozmyšleńı 3. O jevech A, B v́ıme, že plat́ı A ⇒ B, tedy pokud nastane A,
tak nastane i B. Rozmyslete si, která z následuj́ıćıch tvrzeńı nutně plat́ı také:

1. A ⊆ B

2. B ⊆ A

3. P (A | B) = 1

4. P (B | A) = 1

Rozbor všech možnost́ı – věta o celkové pravděpodobnosti Připomeňme
definici, kterou jste nejsṕı̌s potkali dř́ıve, např. v diskrétńı matematice.

Definice 10. Spočetný systém množin B1, B2, . . . ∈ F je rozklad (partition) Ω,
pokud

• Bi ∩Bj = ∅ pro i ̸= j a

•
⋃

i Bi = Ω.

Pokud rozklad vhodně zvoĺıme, tak pomoćı něj rozděĺıme množinu elementárńıch
jev̊u do skupin, které budeme moci lépe zvládnout – uděláme jakýsi rozbor všech
možnost́ı. V kombinatorice bychom t́ımto zp̊usobem poč́ıtali velikost nějaké
množiny A tak, že bychom spoč́ıtali velikosti pr̊unik̊u A ∩ Bi. Následuj́ıćı věta
dává analogii pro výpočet P (A).
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Věta 11 (Věta o celkové pravděpodobnosti). Pokud (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı
prostor, B1, B2, . . . je rozklad Ω a A ∈ F , tak

P (A) =
∑
i

P (Bi)P (A | Bi)

(sč́ıtance s P (Bi) = 0 považujeme za 0).

D̊ukaz. Protože množiny B1, B2, . . . tvoř́ı rozklad, můžeme A napsat jako dis-
junktńı sjednoceńı

A = (A ∩B1) ∪ (A ∩B2) ∪ . . .

Podle definice pravděpodobnosti odsud máme

P (A) =
∑
i

P (A ∩Bi)

Sč́ıtance pro které je P (Bi) > 0 můžeme přepsat jako P (Bi)P (A | Bi) (definice
podmı́něné pravděpodobnosti). Pokud pro nějaké i je P (Bi) = 0, tak je také
P (A ∩Bi) = 0 a je tedy správně, že takový člen považujeme za nulu.

Aplikace 1 – TODO

Aplikace – Gambler’s ruin – zbankrotováńı hazardńıho hráče. Dáno
n ∈ N. Máme a korun, 0 ≤ a ≤ n. Opakovaně hrajeme hru o 1 Kč se stejnou
pravděpodobnosti výhry i prohry. Pokračujeme dokud nezbankrotujeme (nic
nám nezbude), nebo nevyhrajeme (budeme mı́t n korun). Jaká je pravděpodobnost,
že vyhrajeme?

Označme tuto pravděpodobnost jako p(a). Jistě je p(0) = 0 a p(n) = 1. Co
pro ostatńı hodnoty a? Označ́ıme V jev

”
vyhrajeme“ a PV je

”
poprvé vyhra-

jeme“. Podle pravidel je P (PV ) = 1/2. Podle věty o celkové pravděpodobnosti
je

P (V ) = P (PV )P (V | PV ) + P (PV c)P (V | PV c).

Všimneme si toho, že P (V | PV ) je vlastně p(a + 1) – jedná se o stejnou hru,
ale zač́ınáme z výhodněǰśı pozice. Naopak P (V | PV c) je p(a−1). Celkově tedy
źıskáváme vztah

p(a) = 1
2p(a+ 1) + 1

2p(a− 1).

Spolu s
”
okrajovými podmı́nkami“ pro a ∈ {0, n} jsme našli n + 1 rovnic pro

n+ 1 neznámých. Pokud rovnici pro a ∈ {1, . . . , n− 1} uprav́ıme, dostaneme

p(a)− p(a− 1) = p(a+ 1)− p(a).

Odsud již snadno źıskáme, že každý z těchto rozd́ıl̊u je roven 1/n a tedy p(a) =
a/n.
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Bayesova věta

Věta 12. Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω, A ∈ F a P (A), P (Bj) > 0, tak

P (Bj | A) =
P (Bj)P (A | Bj)∑
i P (Bi)P (A | Bi)

(sč́ıtance s P (Bi) = 0 považujeme za 0).

D̊ukaz. Podle definice podmı́něné pravděpodobnosti je P (Bj | A) =
P (Bj∩A)

P (A) =
P (Bj)P (A|Bj)

P (A) . Ve jmenovateli nyńı vyjádř́ıme P (A) podle věty o celkové pravděpodobnosti.

U této věty je ale možná složitěǰśı než d̊ukaz pochopeńı významu. Představme
se, že modelujeme svět (nebo sṕı̌s nějakou jeho malou část) a množiny Bi popi-
suj́ı nějaké vzájemně se vylučuj́ıćı stavy, které ale nemůžeme př́ımo pozorovat.
Vı́me ale, jaké maj́ı pravděpodobnosti a jaký maj́ı vliv na pravděpodobnost
jevu A (neboli známe všechny podmı́něné pravděpodobnosti P (A | Bi)). Jak se
změńı naše pravděpodobnosti r̊uzných stav̊u světa, pokud pozorujeme jev A?
To je přesně to, co nám Bayesova věta ř́ıká. Ukažme si to na př́ıkladu:

TODO

Nezávislost jev̊u

Definice 13. Jevy A,B ∈ F jsou nezávislé (independent), pokud P (A ∩ B) =
P (A)P (B). Znač́ıme A ⊥ B.

Pokud P (B) > 0, můžeme podmı́nku vyjádřit ekvivalentně jako P (A | B) =
P (A) – pokud v́ıme, že nastává B, tak to pravděpodobnost A neovlivńı.

K rozmyšleńı 4. Hod́ıme dvakrát minćı. Označme A jev
”
poprvé padla panna“,

B jev
”
podruhé padla panna“ a C jev

”
při každém ze dvou hod̊u padlo něco

jiného.“ Rozhodněte, které ze tř́ı dvojic uvažovaných jev̊u jsou nezávislé.

Pojem nezávislosti nyńı zobecńıme na př́ıpad v́ıce jev̊u (př́ıpadně i nekonečné
mnoha).

Definice 14. Bud’ I libovolná množina index̊u. Jevy {Ai : i ∈ I} jsou (vzájemně)
nezávislé, pokud pro každou konečnou množinu J ⊆ I

P (
⋂
j∈J

Aj) =
∏
j∈J

P (Aj).

Pokud podmı́nka plat́ı jen pro dvouprvkové množiny J , nazýváme jevy {Ai : i ∈
I} po dvou nezávislé (pairwise independent).
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3 Diskrétńı náhodné veličiny

Často nás zaj́ımá č́ıslo dané výsledkem náhodného pokusu.

• Hod́ıme na terč a změř́ıme vzdálenost od středu.
Náhodný experiment je popsán mı́stem dopadu (elementárńı jevy jsou
body kruhu), ale nás zaj́ımá jen ta vzdálenost.

• Háźıme kostkou, dokud nepadne šestka, ale pak si všimneme jenom toho,
kolik hod̊u to trvalo.
Tady elementárńı jevy obsahuj́ı popis toho, co padlo, ale pak se ptáme jen
na počet hod̊u.

• U quicksortu (algoritmus na tř́ıděńı) měř́ıme počet krok̊u (v závislosti na
náhodných volbách pivot̊u).

Prvńı př́ıklad necháme na později, ty daľśı dva zobecńıme následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 15. Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P ). Funkci X : Ω → R
nazveme diskrétńı náhodná veličina (discrete random variable), pokud Im(X)
(obor hodnot X) je spočetná množina a pokud pro všechna reálná x plat́ı

{ω ∈ Ω : X(ω) = x} ∈ F .

Množina na předchoźı řádce lze zapsat i jinak, např. jako X−1(x). Nejčastěji
ji ale budeme zapisovat stručně a přehledně jako {X = x}. Tak jako v této
definici budeme i nadále náhodné veličiny značit velkými ṕısmeny, zat́ımco jejich
možné hodnoty obvykle odpov́ıdaj́ıćımi malými ṕısmeny.

Představa náhodné veličiny: Ω je zase bedna s mı́čky, na každém z nich je
ted’ napsané nějaké reálné č́ıslo.

S diskrétńı náhodnou veličinou máme přirozeně určený i nový pravděpodobnostńı
prostor: zapomeneme na to, jaký elementárńı jev nastal a budeme sledovat jen
hodnotu funkce X. Neboli, mı́sto ω ∈ Ω budou ted’ elementárńı jevy hodnoty
X(ω) ∈ Im(X) ⊆ R. Tento prostor, resp. na něm definovanou pravděpodobnost
se nazývá rozděleńı náhodné veličiny X, protože nám opravdu popisuje, jak
jsou rozdělené hodnoty X – už ale bez vztahu k p̊uvodnimu prostoru Ω. Pro
popis tohoto prostoru budeme použ́ıvat tzv. pravděpodobnostńı funkci, která
nám popisuje pravděpodobnosti jednotlivých bod̊u.

Definice 16. Pravděpodobnostńı funkce (probability mass function, pmf) diskrétńı
náhodné veličiny X je funkce pX : R → [0, 1] taková, že

pX(x) = P ({X = x})

Pravděpodobnost v předchoźı definici budeme nadále stručně značit jen
P (X = x).

Pozorováńı 17.
∑

x∈Im(X) pX(x) = 1
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Pro d̊ukaz stač́ı napsat množinu Ω jako disjunktńı sjednoceńı množin {X =
x} pro všechna x ∈ Im(X) (je jich jen spočetně mnoho!).

Pozorováńı 18. Pro S = {si : i ∈ I} spočetnou množinu reálných č́ısel a
ci ∈ [0, 1] splňuj́ıćı

∑
i∈I ci = 1 existuje pravděpodobnostńı prostor a diskrétńı

n.v. X na něm taková, že pX(si) = ci pro i ∈ I.

Můžeme např́ıklad vybrat př́ımo diskrétńı pravděpodobnostńı prostor, kde
Ω = S a pravděpodobnost bodu si je ci. Pak můžeme vźıt X jako identitu.

3.1 Př́ıklady diskrétńıch rozděleńı

Bernoulliho/alternativńı rozděleńı Typický př́ıklad: X = počet šestek
při jednom hodu kostkou. To, že X má Bernoulliho rozděleńı s parametrem
p ∈ [0, 1] znač́ıme X ∼ Ber(p) (někdy X ∼ Alt(p)). A jaká je př́ıslušná
pravděpodobnostńı funkce?

• pX(1) = p

• pX(0) = 1− p

• pX(x) = 0 pro x ̸= 0, 1

Můžeme ověřit Pozorováńı 17, neboli p+ (1− p) = 1.
Pro libovolný jev A ∈ F definujeme indikátorovou n.v. IA jako pravdivostńı

hodnotu toho, že jev A nastal: IA(ω) = 1 pro ω ∈ A a IA(ω) = 0 jinak. Určitě
plat́ı IA ∼ Bern(P (A)). Pro mnoho úvah se nám budou takovéto náhodné
veličiny hodit.

Geometrické rozděleńı Tady bude typicky př́ıklad X = kolikátým hodem
kostkou padla prvńı šestka (předpokládáme, že hody jsou nezávislé a háźıme
stále stejnou kostkou).

Znač́ıme X ∼ Geom(p) (p bude značit
”
pravděpodobnost šestky“, neboli

úspěchu, na který čekáme). Z nezávislosti jednotlivých pokus̊u odvod́ıme

pX(k) = (1− p)k−1p pro k = 1, 2, . . . .

A jistě je pX(k) = 0 jinak.
Ověř́ıme identitu z Pozorováńı 17 (t́ım bychom mohli objevit chybu ve vzorci

pro pX). Podle vzorce pro součet geometrické řady plat́ı

∞∑
k=1

(1− p)k−1p =
(1− p)0p

1− (1− p)
=

p

p
= 1.

VarováńıNěkdy se tomuto rozděleńı ř́ıká posunuté geometrické, a za normálńı
geometrické se považuje rozděleńı X − 1, tj. počet neúspěšných hod̊u.
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Binomické rozděleńı Zde bude typický př́ıklad X = počet šestek při n ho-
dech kostkou. Obecněji, počet úspěch̊u při n nezávislých pokusech, z nichž každý
má pravděpodobnost úspěchu p.

Znač́ıme X ∼ Bin(n, p), kde n ∈ N a p ∈ [0, 1]. Př́ımočará kombinatorika
nám dává

pX(k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k pro k ∈ {0, 1, . . . , n}

a jistě je pX(k) = 0 jinak.
Pro kontrolu opět ověř́ıme identitu z Pozorováńı 17: dle binomické věty plat́ı

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k =

(
p+ (1− p)

)n
Pro ilustraci se pod́ıvejme na grafy této funkce. Ten pro p = 1/2 čtenář

dobře zná ze studia binomických č́ısel, protože pBin(n,1/2)(k) =
(
n
k

)
2−n.
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Vygenerováno následuj́ıćım kódem v R

x40 <− seq (0 , 40 , by = 1)
p l o t ( x40 , dbinom( x40 , 40 , 0 . 1 ) )
p l o t ( x40 , dbinom( x40 , 40 , 0 . 5 ) )
p l o t ( x40 , dbinom( x40 , 40 , 0 . 9 ) )

Př́ıklad 19. V bedně je N mı́čk̊u, z nich je K červených. Opakovaně vytáhneme
mı́ček (každý se stejnou pravděpodobnosti), pod́ıváme se, zda je červený, a hod́ıme
ho zpět. Označme X počet červených mı́čk̊u po n opakováńıch. Jaká je distribuce
náhodné veličiny X?

Pravděpodobnost úspěchu při jednom tahu jeK/N , je tedyX ∼ Bin(n,K/N).

Hypergeometrické rozděleńı

Př́ıklad 20. V bedně je N mı́čk̊u, z nich je K červených. Označme X počet
červených mı́čk̊u z n tažených mı́čk̊u, kde vytažené mı́čky nevraćıme. Jaká je
distribuce náhodné veličiny X?
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Jedná se o takzvané hypergeometrické rozděleńı, ṕı̌semeX ∼ Hyper(N,K, n).
Jeho pravděpodobnostńı funkce je

pX(k) =

(
K
k

)(
N−K
n−k

)(
N
n

) , pro 0 ≤ k ≤ n.

Zd̊uvodněńı je snadné: je potřeba vybrat množinu k červených mı́čk̊u a n − k
nečervených. Pokud n ≪ N , tak je snadné uvěřit (i ověřit), že vzorec pro pX
je přibližně stejný jako pro rozděleńı binomické (je jedno, zda mı́čky vraćıme,
pokud jich celkem vytáhneme málo).

Poissonovo rozděleńı Toto rozděleńı popisuje např́ıklad počet doručených
email̊u, dotaz̊u na web server, atd. Zd̊uvodněńı ale neńı tak př́ımočaré jako
v předchoźıch př́ıpadech. Popǐsme toto rozděleńı napřed abstraktně. Znač́ıme
X ∼ Pois(λ), pro reálné λ > 0. Pro k ∈ N0 polož́ıme

pX(k) =
λk

k!
e−λ,

pro jiná k je pX(k) = 0. Abychom ověřili, že se jedná o pravděpodobnostńı
funkci, potřebujeme ověřit, že

∑∞
k=0 pX(k) = 1. To plyne př́ımo z Taylorova

rozvoje exponenciálńı funkce, eλ =
∑∞

k=0
λk

k! .
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Vygenerováno následuj́ıćım kódem v R

x40 <− seq (0 ,40 , by=1)
p l o t ( x40 , dpo i s ( x40 , 4 ) )

Pozorováńı 21. Pois(λ) je limitou Bin(n, λ/n)

D̊ukaz. Co t́ım přesně mysĺıme: necht’ Xn ∼ Bin(n, λ/n) a X ∼ Pois(λ).
Zvolme pevné k ∈ N0. Pak

lim
n→∞

pXn
(k) = pX(k),
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Srovnáńı binomického a Poissonova rozděleńı: pravděpodobnostńı funkce

neboli pro velká n můžeme binomické rozděleńı aproximovat Poissonovým. Proč
to plat́ı? Podle definice,

pXn
(k) =

(
n

k

)(λ
n

)k(
1− λ

n

)n−k

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

λk

nk

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k

=
λk

k!

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

nk

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−k

.

Matematická analýza nám ř́ıká, že (1 − λ/n)n → e−λ, daľśı dva členy zjevně
konverguj́ı k 1.

Př́ıklad 22. Označme X počet email̊u, které dostaneme za hodinu a λ typickou
hodnotu X. Přepokládejme, že nám během té hodiny m̊uže email poslat libovolný
z n našich přátel, nezávisle na sobě a každý se stejnou pravděpodobnosti. Nav́ıc
každý pošle nejvýše jeden email. Jaké je rozděleńı X?

Vygenerováno následuj́ıćım kódem v R

x = 0:40
bin = dbinom(x , 4 0 , 0 . 1 )
po i s = dpois (x , 4 )
p l o t (x , bin , y lab=”Bin ( 4 0 , . 1 ) vs Pois (4 ) ” )
po in t s ( x+.1 , pois , c o l=” red ” )

Jistě se jedná o binomické rozděleńı Bin(n, p). Zanedlouho (v části o středńı
hodnotě) zjist́ıme, že muśı být np = λ, neboli p = λ/n. Pokud je n dost velké,
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tak s ohledem na předchoźı pozorováńı je rozděleńı X přibližně o Pois(λ/n).
To může být pro poč́ıtáńı i pro porozuměńı této veličině praktičněǰśı, než popis
jako binomické rozděleńı s velkým n a malou pravděpodobnosti. Tento př́ıklad je
poněkud uměly (předpoklad nezávislosti je hodně silný). Ale stejný závěr plat́ı
i za slabš́ıch předpoklad̊u:

Poissonovo paradigma Necht’ A1, . . . , An jsou skoro-nezávislé1 jevy, pro
které plat́ı P (Ai) = pi a

∑
i pi = λ. Necht’ n je velké, každé z pi malé. Pak

přibližně plat́ı
n∑

i=1

IAi
∼ Pois(λ).

3.2 Středńı hodnota

Představme si X jako výši výhry v jednom kole nějaké hazardńı hry. Necht’

pX(xi) = pi pro i = 1, . . . , k. Ted’ tuto hru budeme hrát n-krát za sebou, a
předpokádejme, že jednotlivá kola jsou nezávislá. 2 Kolik zhruba můžeme čekat,
že źıskáme? Pokud ni-krát vyhrajeme xi, tak jsme celkem źıskali

∑k
i=1 nixi =

n1x1 + · · ·+ nkxk. Za jedno kolo to tedy pr̊uměrně je

1

n

k∑
i=1

nixi =

k∑
i=1

ni

n
xi.

Pro velká n je pod́ıl ni/n zhruba roven pi (pravděpodobnost je dlouhodobá frek-
vence). Můžeme tedy očekávat, že pr̊uměrný zisk je

∑
i pixi. Přesněji se na tuto

situaci pod́ıváme později (zákon velkých č́ısel), nyńı nás to vede k následuj́ıćı
obecné definici.

Definice 23. Pokud X je diskrétńı n.v., tak jej́ı středńı hodnota (expectation)
je označována E(X) a definována

E(X) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x),

pokud řada konverguje absolutně, neboli pokud
∑

x∈Im(X) |x| · P (X = x) < ∞.
Lidsky: nechceme dostat výraz ∞−∞. TODO: ale ∞ lze povolit!!!

Pokud by suma v definici E(X) obsahovala výraz typu 1 − 1 + 1 − 1 + · · · ,
tak E(X) nedefinujeme: Různým uzávorkováńım tohoto výrazu můžeme dostat
součet 0, 1, nebo (pokud povoĺıme i změnu pořad́ı) i jakékoli jiné celé č́ıslo.

Všimněme si, že zde podstatně použ́ıváme toho, že X je diskrétńı – jinak
bychom nemohli sč́ıtat pro všechna x ∈ Im(X).

1přesnou definici zde dávat nebudeme
2Formálně bychom měli mluvit o posloupnosti n nezávislých náhodných veličin se stejným

rozděleńım. Ale k tomu nám ještě chyb́ı názvoslov́ı, proto zat́ım z̊ustaneme u intuitivńıho
pohledu.
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Za povšimnut́ı stoj́ı i podobnost se vzorcem pro výpočet těžǐstě. Pokud máme
na tyči k hmotných bod̊u, kde i-tý z nich má hmotnost mi a souřadnici – polohu
na tyči xi, tak jejich těžǐstě má souřadnici

∑k
i=1

mi

m xi.

Pozorováńı 24. Pokud je X diskrétńı náhodná veličina na diskrétńım pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,F , P ) a E(X) je definována, tak plat́ı

E(X) =
∑
ω∈Ω

X(ω)P ({ω}).

Význam: můžeme poč́ıtat pr̊uměr přes všechny možné výsledky pokusu (po-
kud počet výsledk̊u je spočetný). Tento vzorec je velmi přirozený, ale nelze
použ́ıt, když je množina Ω moc velká. Nebo sdruž́ıme dohromady všechny výsledky,
které daj́ı stejnou hodnotu X, t́ım dostaneme definici E(X) a obecněǰśı vzorec.
Toto lze zapsat i formálně a źıskat d̊ukaz tohoto pozorovani:

D̊ukaz. Upravujme výraz na pravé straně jak bylo popsáno výše:∑
ω∈Ω

X(ω)P ({ω}) =
∑

x∈Im(X)

∑
ω∈X−1(x)

X(ω)P ({ω})

=
∑

x∈Im(X)

(
x

∑
ω∈X−1(x)

P ({ω})
)

=
∑

x∈Im(X)

(
x · P (X−1(x))

)

A to je již definice E(X), kde P (X−1(x)) je samozřejmě totéž jako P (X =
x).

Pravidlo naivńıho statistika PNS Často budeme uvažovat nějakou funkci
náhodné veličiny – pragmaticky vzato, výstup funkce random.randint() (nebo
nějaké podobné) pošleme na vstup jiné funkci. Nebo hod́ıme

”
zobecněnou kost-

kou“ a výsledek uprav́ıme nějakou funkćı. Formalizovat to budeme pomoćı
skládáńı funkćı:

Pozorováńı 25. Pro reálnou funkci g a diskrétńı n.v. X je Y = g(X) také
diskrétńı n.v.

D̊ukaz. Zápisem g(X) mysĺıme náhodnou veličinu, která při výsledku náhodného
experimentu ω ∈ Ω řekne g(X(ω)), neboli Y je složená funkce g ◦ X. Počet
hodnot, kterých Y nabývá je jistě nejvýše takový, jako pro X, tedy spočetný.
Zbývá ověřit podmı́nku, že Y −1(y) = {ω ∈ Ω : g(X(ω)) = y} ∈ F pro všechna
y ∈ Im(Y ). Tato množina je rovna⋃

x∈Im(X):g(x)=y

X−1(x). (1)
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(Omezeńı na x ∈ Im(X) můžeme udělat, protože jinak byX−1(x) byla prázdná.)
Zde muśıme dát pozor: sice každá množina X−1(x) je v F , ale máme povoleno
sjednocovat jen spočetně mnoho množin. Naštěst́ı dle předpoklad̊u je Im(X)
spočetná množina.

Věta 26 (Pravidlo naivńıho statistika). Pokud X je diskrétńı n.v. a g reálná
funkce, tak

E(g(X)) =
∑

x∈Im(X)

g(x)P (X = x)

pokud součet má smysl (přesněji, pokud řada konverguje absolutně).

(Smysl názvu věty (v angl. originále Law of the unconscious statistician) je,
že na prvńı pohled se mnoho lid́ı domńıvá, že neńı co dokazovat, že se jedná o
definici.)

D̊ukaz. Pǐsme opět Y = g(X). Podle definice je E(Y ) =
∑

y∈Im(Y ) yP (Y = y).

Pro množinu {Y = y} = Y −1(y) použijeme opět rovnici (1) a použijeme druhý
axiom pravděpodobnosti:

P (Y −1(y)) =
∑

x∈Im(X),g(x)=y

P (X−1(x)) neboli

P (Y = y) =
∑

x∈Im(X),g(x)=y

P (X = x)

Zbytek je už snadné dosazeńı do vzorce.

Věta 27 (Vlastnosti E). Necht’ X,Y jsou diskrétńı n.v. a a, b ∈ R.

1. Pokud P (X ≥ 0) = 1, tak také E(X) ≥ 0. Pokud nav́ıc E(X) = 0, tak
P (X = 0) = 1.

2. Pokud E(X) ≥ 0 tak P (X ≥ 0) > 0.

3. E(a ·X + b) = a · E(X) + b.

4. E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

Vlastnosti 3 a 4 se nazývaj́ı linearita středńı hodnoty. Čtenář jistě snadno
nahlédne, že z vlastnosti 4 plyne, že i středńı hodnota součtu n proměnných je
rovna součtu středńıch hodnot.

D̊ukaz. 1. Podle definice je

E(X) =
∑

x∈Im(X)

xP (X = x).

Podle předpoklad̊u jsou v této sumě všechny členy nezáporné (pokud je x < 0,
tak P (X = x) = 0), tedy je celá suma nezáporná. Pokud je součet nezáporných
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člen̊u nula, tak muśı být všechny nulové. To ale znamená, že pro x > 0 je taky
P (X = x) = 0.

2. Znovu vyjdeme př́ımo z definice. Kdyby neplatil závěr, tak pro všechna
x ≥ 0 je P (X = x) = 0, a tedy všechny nenulové členy v sumě jsou záporné.

3. Použijeme Větu 26 pro funkci g(x) = ax+ b. Podle ńı je

E(aX + b) = E(g(X)) =
∑

x∈Im(X)

(ax+ b)P (X = x)

= a
∑

x∈Im(X)

xP (X = x) + b
∑

x∈Im(X)

P (X = x)

= a · E(X) + b · 1

4. Zat́ım jen pro př́ıpad diskrétńıho prostoru. Tam je vše pr̊uzračně jasné,
když použijeme Pozorováńı 24:

E(X + Y ) =
∑
ω∈Ω

(
X(ω) + Y (ω)

)
P ({ω})

=
∑
ω∈Ω

X(ω)P ({ω}) +
∑
ω∈Ω

Y (ω)P ({ω})

= E(X) + E(Y )

Př́ıklad 28. Hod́ıme kostkou a při šestce hod́ıme podruhé (potřet́ı už ne). Čı́slo,
které padlo (nebo součet dvou č́ısel) budǐz náhodná veličina X. Pak zkuśıme
totéž, ale háźıme znovu při jedničce – př́ıslušnou náhodnou veličinu označ́ıme Y .
Rozhodněte, zda je věťśı E(X) nebo E(Y ), př́ıpadně zda jsou stejné.

Označme K1 č́ıslo, které padlo na prvńı kostce. Č́ıslo, které padlo na druhé
kostce označ́ıme K2, ale jen, pokud se poč́ıtá (tj. pokud K1 = 6), jinak bude
K2 = 0. Při takovém značeńı je X = K1 + K2 a podle Věty 27 je E(X) =
E(K1) + E(K2). Podle definice je E(K1) = (1 + · · · + 6)/6 = 3.5. Opět podle
definice je E(K2) = 0 · P (K2 = 0) + 1 · P (K2 = 1) + · · · + 6 · P (K2 = 6).
Přitom P (K2 = 0) = P (K1 ̸= 6) = 5/6 a P (K2 = k) = 1/62 pro k = 1, . . . , 6
(muśı být K1 = 6 a na druhé kostce padnout správné č́ıslo). Odsud E(K2) =
(1 + · · ·+ 6)/62 = 7/12 a tedy E(X) = 7/2 + 7/12

.
= 4.08.

Pro výpočet E(Y ) muśıme K2 nahradit proměnnou K ′
2 – bude definovaná

obdobně, jenom podmı́nku K1 = 6 nahrad́ıme K1 = 1. Když se pod́ıváme na
předchoźı odstavec, tak zjist́ıme, že rozděleńı K ′

2 je stejné jako K2 – jedná se o
jiné náhodné veličiny, ale pro každé k je P (K2 = k) = P (K ′

2 = k). Maj́ı tedy i
stejnou středńı hodnotu. Proto bez daľśıho poč́ıtáńı je E(X) = E(Y ), pro 63 %
účastńık̊u přednášky nečekaný výsledek!

Podmı́něná středńı hodnota Je to vlastně středńı hodnota náhodné veličiny
zredukované na menš́ı pravděpodobnostńı prostor.
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Definice 29. Pokud X je diskrétńı n.v. a P (B) > 0, tak podmı́něná středńı
hodnota X za předpokladu B (conditional expectation of X given B) je

E(X | B) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x | B),

pokud součet má smysl.

Věta 30 (Věta o celkové středńı hodnotě). Pokud B1, B2, . . . je rozklad Ω a X
diskrétńı náhodná veličina. Pak plat́ı

E(X) =
∑
i

P (Bi) · E(X | Bi),

kdykoliv má součet smysl. (Sč́ıtance s P (Bi) = 0 považujeme za 0.)

D̊ukaz. Vyjdeme z definice E(X), použijeme Větu 11 a nakonec prohod́ıme
pořad́ı sč́ıtáńı:

E(X) =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x)

=
∑

x∈Im(X)

x ·
∑
i

P (Bi) · P (X = x | Bi)

=
∑
i

P (Bi)
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x | Bi)

=
∑
i

P (Bi)E(X | Bi)

Př́ıklad 31. Necht’ X je počet hod̊u, které muśıme hodit, než nám padne šestka
(včetně toho posledńıho). Určete E(X).

Označme PS jev, že padla šestka hned prvńım hodem. Použijeme Větu 30
pro B1 = PS a B2 = PSc. Určitě je E(X | PS) = 1, protože P (X = 1 | PS) =
1. Dále E(X | PSc) = 1 + E(X) – po prvńım neúspěchu jsme ve stejné situaci,
jako na začátku, ale máme o jeden hod nav́ıc. (Formálně bychom mohli psát
P (X = 1 + k | PSc) = P (X = k).) Odsud pomoćı věty

E(X) = P (PS)E(X | PS) + P (PSc)E(X | PSc)

E(X) =
1

6
· 1 + 5

6
· (1 + E(X))

(1− 5

6
) · E(X) = 1

odsud již E(X) = 6.
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Alternativńı postup: v́ıme, že X ∼ Geom(1/6) a středńı hodnotu geome-
trického rozděleńı jsme už spoč́ıtali jinak, tj. nemuseli jsme poč́ıtat nic. Také
jsme mohli naopak použ́ıt tento postup pro výpočet středńı hodnoty obecného
geometrického rozděleńı. TODO: poznámka o existenci středńı hodnoty. Jenom
bychom měli pro úplnost doplnit ještě jednu věc – jakou?

Věta 32 (Alternativńı formulka pro středńı hodnotu). Necht’ X je diskrétńı
n.v. nabývaj́ıćı jen hodnot z N0 = {0, 1, 2, . . . }. Pak plat́ı

E(X) =

∞∑
n=0

P (X > n).

D̊ukaz. Nejprve si rozmysleme, že plat́ı následuj́ıćı vyjádřeńı n.v. X pomoćı
indikátorových veličin:

X =

∞∑
n=0

IX>n.

Pokud totiž X(ω) = k, tak je IX>n(ω) = 1 přesně pro n = 0, 1, . . . , k − 1, tedy
pro k hodnot. Nyńı stač́ı použ́ıt větu o linearitě středńı hodnoty. TODO: proč
plat́ı i pro nekonečné součty

D̊ukaz. Vyjdeme z definice E(X), mı́sto k naṕı̌seme součet k jedniček a nakonec
prohod́ıme pořad́ı sč́ıtáńı:

E(X) =

∞∑
k=0

k · P (X = k)

=

∞∑
k=0

∑
0≤n<k

P (X = k)

=

∞∑
n=0

∑
k>n

P (X = k)

=

∞∑
n=0

P (X > n)

Rozptyl

Definice 33. Rozptyl (variance) n.v. X nazveme č́ıslo E((X − EX)2).
Znač́ıme jej var(X). Dále definujeme směrodatnou odchylku (standard de-

viation) σX jako
√

var(X).
Někdy se také použ́ıvá variačńı koeficient CVX = σX/E(X) (definujeme jen

pro E(X) > 0).
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Podle části 1 Věty 27, aplikované na (X −E(X))2, je var(X) ≥ 0 a tedy σX

je dobře definováno. Ze stejné části vyplývá i to, že var(X) = 0 jen pro funkce,
které jsou s.j. konstantńı P (X = E(X)) = 1.

Jak rozptyl tak směrodatná odchylka měř́ı to, jak mocX koĺısá od své středńı
hodnoty. S rozptylem se lépe poč́ıtá, nicméně směrodatná odchylka má

”
stejné

jednotky jako X“ (pokud je X v metrech, tak σX také), a to vede často k
logičtěǰśım vzorc̊um. Toto koĺısáńı bychom mohli měřit i jinak: takzvaný k-tý
centrálńı moment X je definován jako E(|X − E(X)|k). Nicméně rozptyl (př́ıpad
k = 2) má nejhezč́ı vlastnosti, poč́ınaje následuj́ıćı větou.

Věta 34. Pro diskrétńı náhodnou veličinu X plat́ı

var(X) = E(X2)− E(X)2 = E(X(X − 1)) + E(X)− E(X)2.

D̊ukaz. Pro přehlednost označ́ıme E(X) ṕısmenem µ.

var(X) = E((X−µ)2) = E(X2−2µX+µ2) = E(X2)−2µE(X)+µ2 = E(X2)−E(X)2.

T́ım jsme dokázali prvńı část. Druhá odsud plyne snadno d́ıky linearitě středńı
hodnoty.

Věta 35. Necht’ a, b jsou reálná č́ısla a X diskrétńı náhodná veličina. Pak plat́ı

var(aX + b) = a2 var(X).

D̊ukaz. Použijeme př́ımo definici. Napřed uprav́ıme jej́ı
”
vnitřek“. Pro Y =

aX + b je Y − E(Y ) = (aX + b) − E(aX + b) = (aX + b) − (aE(X) + b) =
a(X − E(X)). Proto je

E((Y − E(Y ))2) = E(a2(X − E(X))2) = a2E((X − E(X))2).

3.3 Vlastnosti konkrétńıch rozděleńı

Bernoulliho Pro X ∼ Ber(p) je

E(X) = 0 · (1− p) + 1 · p = p

var(X) = E(X2)− E(X)2 = p− p2 = p(1− p)

Všimněme si, že X2 = X, protože X nabývá jen hodnot 0, 1.

Geometrické ProX ∼ Geom(p) je E(X) = 1/p a var(X) = 1−p
p2 . Zd̊uvodńıme

si jen středńı hodnotu, zato několika zp̊usoby:
Prvńı zd̊uvodněńı: použijeme Větu 32 (a součet geometrické řady):

E(X) =

∞∑
n=0

P (X > n) =

∞∑
n=0

(1− p)n =
1

1− (1− p)
.
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Druhé zd̊uvodněńı: použijeme definici E(X) (a pak si muśıme poradit se
vzniklou sumou).

E(X) =

∞∑
n=1

n · P (X = n) =

∞∑
n=1

n · (1− p)n−1p =
p

(1− (1− p))2
=

1

p
.

Na mı́stě pár teček může být postup analogický d̊ukazu Věty 32, nebo některý
z postup̊u, které znáte z kombinatoriky (třeba pomoćı vytvořuj́ıćıch funkćı).

Třet́ı zd̊uvodněńı: viz Př́ıklad 31.
Čtvrté zd̊uvodněńı: jen naznač́ıme, ale z jistého pohledu se jedná o to nejvýstižněǰśı

vysvětleńı. Háźıme kostkou tak dlouho, než dostaneme n šestek, označ́ımeX cel-
kový počet hod̊u. Co o X v́ıme? Na jednu stranu je to součet n geometrických
rozděleńı, takže E(X) by měla být n-násobek středńı hodnoty Geom(1/6). Na
druhou stranu, zX hod̊u by mělo padnout přibližněX/6 šestek, neboliX/6 ≈ n.
Symbol ≈ zde nebudeme upřesňovat – ale pokud budeme pro ted’ věřit, že X
bude většinou bĺızko své středńı hodnotě, tak by mělo platit E(X) ≈ 6n, a tedy
E(Geom(1/6)) = 6. Pro pořádněǰśı zápis budeme potřebovat napřed pochopit
nezávislost náhodných veličin a také tzv. zákony velkých č́ısel.

Binomické Pokud X ∼ Bin(n, p) označuje počet úspěch̊u při n hodech kost-
kou tak pǐsme X =

∑n
i=1 Xi, kde Xi je indikátorová náhodná veličina i-tého

pokusu. Podle linearity je E(X) =
∑n

i=1 E(Xi) = np. Později si uvedeme větu
pro rozptyl součtu, z něj bude plynou, že var(X) =

∑n
i=1 var(Xi) = np(1− p).

Nab́ıźı se otázka, zda můžeme každou binomickou veličinu napsat jako součet
n veličin Bernoulliho. Odpověd’ je, že to nepotřebujeme! Jak E(X) tak var(X)
záviśı jen na rozděleńı X, tj. na pravděpodobnostńı funkci pX . Můžeme si tedy
vybrat takovou veličinu s t́ımto rozděleńım, o které se nám lépe uvažuje!

Alternativńı postup je použ́ıt př́ımo definici:

E(X) =

n∑
k=0

k · P (X = k)

=

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=

n∑
k=0

n

(
n− 1

k − 1

)
p · pk−1(1− p)(n−1)−(k−1)

= np(p+ (1− p))n = np

Obdobně zjist́ıme, že E(X(X − 1)) = n(n − 1)p2 a použit́ım Věty 34 źıskáme
opět var(X) = np(1− p).

Hypergeometrické Pro X ∼ Hyper(N,K, n)

• E(X) = nK
N
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• var(X) = nK
N (1− K

N )N−n
N−1

Ukážeme si dva zp̊usoby výpočtu E(X).
Prvńı postup: X =

∑n
i=1 Xi, kde Xi je 1, pokud i-tý mı́ček byl červený, a

0 jinak. Jistě je X1 ∼ Ber(K/N) a tedy E(X1) = K/N . Ale při pozorněǰśım
pohledu zjist́ıme, že všechny veličiny X1, . . . , Xn maj́ı stejné rozděleńı. (Po-
zor, to neznamená, že by byly nezávislé (což už brzy definujeme), ale jen, že
P (Xi = 1) = K/N plat́ı pro všechna i.) Nejlepš́ı zp̊usob, jak to vidět, je když si
představ́ıme, že nám prvńı a i-tý mı́ček někdo prohod́ı. T́ım se zaměńı hodnoty
X1 a Xi. Ale pokud toto prohozeńı nastane vždy, tak se t́ım zjevně náhodnost
procesu losováńı nepokaźı.

Druhý postup: X =
∑K

j=1 Yj , kde Yj = 1, pokud jsme vytáhli j-tý mı́ček
(lhostejno, kolikátým tahem), a Yj = 0 jinak. Tentokrát je Yj ∼ Bin(n/N):

počet všech možných množin tažených mı́čk̊u je
(
N
n

)
, počet těch, které obsahuj́ı

j-tý mı́ček, je
(
N−1
n−1

)
. A elementárńı výpočet dává, že

(
N−1
n−1

)
/
(
N
n

)
= n/N . Proto

E(Yj) = P (Yj = 1) = n/N

a linearita středńı hodnoty opět dává E(X) = nK/N .

Poissonovo Pro X ∼ Pois(λ) je

• E(X) = λ

• var(X) = λ

Př́ımo podle definice spoč́ıtáme

E(X) =

∞∑
k=0

k · P (X = k)

=

∞∑
k=0

k · e−λλ
k

k!

=

∞∑
k=1

k · e−λλ
k

k!

= λ

∞∑
k=1

e−λ λk−1

(k − 1)!

= λ

∞∑
k=0

e−λλ
k

k!

= λ · 1 = λ.

Stejně jako u jiných rozděleńı bychom obdobně mohli spoč́ıtat E(X(X − 1))
a použ́ıt Větu 32; detaily vynecháme.
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4 Náhodné vektory

Necht’ X a Y jsou (diskrétńı) náhodné veličiny na stejném pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,F , P ). Budeme cht́ıt uvažovat (X,Y ) jako jeden objekt – náhodný
vektor. Jak to udělat? Př́ıklad: háźıme dvakrát čtyřstěnnou kostkou, X = prvńı
hod, Y = druhý hod.

Sdružené rozděleńı

Definice 36. Pro diskrétńı n.v. X, Y na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F , P )
definujeme jejich sdruženou pravděpodobnostńı funkci (joint pmf) pX,Y : R2 →
[0, 1] předpisem

pX,Y (x, y) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) = x&Y (ω) = y}).

Tedy (X,Y ) tvoř́ı náhodný vektor, pokud jsou všechny tyto pravděpodobnosti
definované, neboli pro každé x, y ∈ R plat́ı {X = x&Y = y} ∈ F .

• Mohli bychom definovat i pro v́ıce než dvě n.v. pX1,...,Xn
(x1, . . . , xn).

x
y

1 2 3 4 pX

1 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
2 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
3 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4
4 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4

pY 1/4 1/4 1/4 1/4 1

x
y

1 2 3 4 pX

1 1/4 0 0 0 1/4
2 0 1/4 0 0 1/4
3 0 0 1/4 0 1/4
4 0 0 0 1/4 1/4

pY 1/4 1/4 1/4 1/4 1

Marginálńı rozděleńı Máme-li dáno pX,Y , jak zjistit rozděleńı jednotlivých
složek, tj. pX a pY . Jde to v̊ubec jednoznačně určit – a jde naopak určit pX,Y z
pX a pY ?

Věta 37. Necht’ X, Y jsou diskrétńı n.v. Pak

pX(x) = P (X = x) =
∑

y∈Im(Y )

P (X = x&Y = y) =
∑

y∈Im(Y )

pX,Y (x, y)

pY (y) = P (Y = y) =
∑

x∈Im(X)

P (X = x&Y = y) =
∑

x∈Im(X)

pX,Y (x, y)
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D̊ukaz. Jev {X = x} je disjunktńı sjednoceńı jev̊u {X = x&Y = y}, takže
formule na prvńım řádku plyne př́ımo z definice pravděpodobnosti. Druhý řádek
analogicky.

K rozmyšleńı 5. Jak by vypadala analogie pro vektory z v́ıce složkami? Např. jak
zjistit pX z pX,Y,Z?

Nezávislost náhodných veličin

Definice 38. Diskrétńı n.v. X, Y jsou nezávislé (independent) pokud pro každé
x, y ∈ R jsou jevy {X = x} a {Y = y} nezávislé. To nastane, právě když

P (X = x, Y = y) = P (X = x)P (Y = y).

K rozmyšleńı 6. Pro nezávislé n.v. plat́ı opak Věty 37: z funkćı pX a pY
m̊užeme určit pX,Y .

Funkce náhodného vektoru Máme-li dáno pX,Y , měli bychom být schopni
určit pravděpodobnosti všech jev̊u, které záviśı jen na hodnotách X a Y . Necht’

g je nějaká funkce dvou proměnných a Z = g(X,Y ). Jak zjistit rozděleńı Z, tj.
funkci pZ?

Věta 39. Mějme náhodný vektor (X,Y ) a funkci g : R2 → R. Pak Z = g(X,Y )
je n.v. na (Ω,F , P ) a

pZ(z) = P (Z = z) =
∑

x∈Im(X),y∈Im(Y ):g(x,y)=z

P (X = x&Y = y).

(Index při sč́ıtáńı znamená, že sč́ıtáme jen pro takové dvojice (x, y), pro které
je g(x, y) = z.)

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že jev {Z = z} je disjunktńım sjednoceńım jev̊u {X =
x&Y = y} pro dvojice, pro které g(x, y) = z. Jako v přechoźıch podobných
d̊ukazech, stač́ı se omezit na x ∈ Im(X) a y ∈ Im(Y ), takže jde o nejvýše
spočetné sjednoceńı a můžeme použ́ıt definici pravděpodobnosti.

Speciálńı př́ıpad stoj́ı za zvláštńı povšimnut́ı:

Věta 40 (Konvolučńı vzorec). Pokud X, Y jsou diskrétńı náhodné veličiny
(zkráceně d.n.v.), tak jejich součet Z = X + Y má pravděpodobnostńı funkci

P (Z = z) =
∑

x∈ImX

P (X = x&Y = z − x).

Pokud jsou X a Y nav́ıc nezávislé, tak dostáváme vyjádřeńı pravděpodobnostńı
funkce pZ jako konvoluce funkćı pX a pY :

P (Z = z) =
∑

x∈ImX

P (X = x)P (Y = z − x).
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D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt předchoźı větu pro funkci danou předpisem g(x, y) = x +
y.

Př́ıklad 41. Necht’ X a Y jsou dvě n.n.v. s uniformńım rozděleńım na {1, 2, . . . , 6}
– neboli dva nezávislé hody hraćı kostkou. Určete rozděleńı Z = X + Y .

P (X + Y = k) =

6∑
x=1

P (X = x)P (Y = k − x)

Každý člen v sumě je bud’ 1/36 nebo 0 (to druhé pokud neńı 1 ≤ k − x ≤ 6).
Snadno spoč́ıtáme, kolik takových x je a zjist́ıme, že pZ je dáno následuj́ıćı

tabulkou:
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

pZ(k)
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

Př́ıklad 42. Necht’ X ∼ Bin(m, p) a Y ∼ Bin(n, p), necht’ nav́ıc X a Y jsou
nezávislé n.v. Určete rozděleńı Z = X + Y .

Z interpretace binomického rozděleńı jako počtu úspěch̊u můžeme vidět, že
by mělo být Z ∼ Bin(m + n, p): když X poč́ıtá úspěchy v m pokusech a Y
počet v daľśıch n pokusech, tak jejich součet bude celkový počet úspěch̊u. Může
nás ale nahlodat myšlenka, jestli každou binomickou n.v. můžeme chápat jako
počet úspěch̊u, nebo jestli je to jenom speciálńı (byt’ d̊uležitý) př́ıklad. Nechme
tuto otázkou zat́ım stranou a vyřešme úlohu pomoćı Věty 40

P (Z = z) =

m∑
k=0

P (X = k)P (Y = z − k)

=

m∑
k=0

(
m

k

)
pk(1− p)m−k

(
n

z − k

)
pz−k(1− p)n−(z−k)

= pz(1− p)m+n−z
m∑

k=0

(
m

k

)(
n

z − k

)
= pz(1− p)m+n−z

(
m+ n

z

)
Pro snazš́ı indexováńı zde chápeme

(
n
ℓ

)
jako 0, pokud neńı 0 ≤ ℓ ≤ n. Použ́ıváme

zde standarńı sumu kombinačńıch č́ısel ze Sekce 19.

Věta 43. Při značeńı z Věty 39 plat́ı

E(g(X,Y )) =
∑

x∈ImX

∑
y∈ImY

g(x, y)P (X = x&Y = y).

D̊ukaz. Položme Z = g(X,Y ). Podle definice je E(Z) =
∑

z z · pZ(z). Dosad́ıme
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podle věty 39 a dostaneme

E(Z) =
∑
z

z
∑

x,y:g(x,y)=z

P (X = x&Y = y)

=
∑
z

∑
x,y:g(x,y)=z

g(x, y)P (X = x&Y = y)

=
∑

x,y:g(x,y)

g(x, y)P (X = x&Y = y)

Ve všech sumách sč́ıtáme jen pro x ∈ Im(X) a y ∈ Im(Y ). Posledńı úprava
plyne z toho, že každá dvojice (x, y) se vyskytne v právě jednom členu vněǰśı
sumy – jmenovitě v tom, kde je z = g(x, y).

Věta 44. Pro X, Y n.v. a a, b ∈ R plat́ı

E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).

D̊ukaz. Použijeme Větu 43 pro g(x, y) = ax+ by.

Věta 45. Pro nezávislé diskrétńı n.v. X, Y plat́ı

E(XY ) = E(X)E(Y ).

D̊ukaz. Využijeme Větu 43 pro funkci danou předpisem g(x, y) = xy. Plat́ı tedy

E(XY ) =
∑

x∈Im(X)

∑
y∈Im(Y )

xyP (X = x&Y = y)

=
∑

x∈Im(X)

∑
y∈Im(Y )

xyP (X = x) · P (Y = y)

=
∑

x∈Im(X)

xP (X = x)
∑

y∈Im(Y )

y · P (Y = y)

= E(X) · E(Y ).

Kovariance

Definice 46. Pro n.v. X, Y definujeme jejich kovarianci (covariance) předpisem

cov(X,Y ) = E
(
(X − EX)(Y − EY )

)
.

Věta 47.
cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

D̊ukaz. Snadno roznásobeńım a použit́ım linearity středńı hodnoty.
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Jednoduché vlastnosti kovariance:

• var(X) = cov(X,X) (př́ımo z definice)

• cov(X, aY +bZ+c) = a cov(X,Y )+b cov(X,Z) (linearita středńı hodnoty)

• cov(X,Y ) = 0 pokud X,Y jsou nezávislé (Věta 47)

• ale nejen tehdy (viz ńıže)

Definice 48. Korelace (correlation) náhodných veličin X, Y je definována
předpisem

ϱ(X,Y ) =
cov(X,Y )√
var(X) var(Y )

.

• je to přenormovaná kovariance

• −1 ≤ ϱ(X,Y ) ≤ 1 (aplikace Cauchyho nerovnosti, necháme čtenáři k
rozmyšleńı)

• Korelace neznamená př́ıčinnou souvislost! Např., korelace je symetrická,
kauzalita nikoli! Podstatněǰśı je, že veličiny spolu mohou korelovat (tj. mı́t
vysokou korelaci) náhodou, a nejčastěji proto, že maj́ı obě společnou př́ıčinu
(počet deštńık̊u a výška kaluž́ı na ulici spolu budou jistě korelovány, ale
neńı mezi nimi př́ıčinná souvislost).

• Naopak, nekorelace neznamená nezávislost. (Př: X libovolná, Y = +X
nebo Y = −X, oboj́ı se stejnou pravděpodobnost́ı.)

Rozptyl součtu

Věta 49. Necht’ X =
∑n

i=1 Xi. Pak

var(X) =

n∑
i=1

n∑
j=1

cov(Xi, Xj) =

n∑
i=1

var(Xi) +
∑
i̸=j

cov(Xi, Xj).

Speciálně, jsou-li X1, . . . , Xn po dvou nezávislé, pak

var(X) =

n∑
i=1

var(Xi).

D̊ukaz. Spoč́ıtáme napřed E(X2) a pak E(X)2, v obou př́ıpadech použijeme li-
nearitu středńı hodnoty a roznásobeńı součinu součt̊u (pokaždé v jiném pořad́ı):

E(X2) = E
(( n∑

i=1

Xi

)2)
= E

( n∑
i=1

n∑
j=1

XiXj

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

E(XiXj)

E(X)2 =
(
E
( n∑
i=1

Xi

))2

=
( n∑
i=1

E(Xi)
)2

=

n∑
i=1

n∑
j=1

E(Xi)E(Xj)

Odečteńım obou rovnic a použit́ım Věty 47, dostáváme prvńı rovnost ve větě.
Daľśı pak plynou použit́ım snadných vlastnost́ı uvedených výše.
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Podmı́něné rozděleńı Necht’X, Y jsou diskrétńı náhodné veličiny na (Ω,F , P ),
A ∈ F Budeme zkoumat rozděleńı náhodné veličiny X, podmı́něné jevem A,
př́ıpadně jevem definovaným pomoćı n.v. Y . Protože podmı́něnou pravděpodobnost
už známe, nejde o nic nového, sṕı̌s o zavedeńı značeńı.

• pX|A(x) := P (X = x | A)
př́ıklad: X je výsledek hodu kostkou, A = padlo sudé č́ıslo

• pX|Y (x|y) = P (X = x | Y = y) př́ıklad: X, Z jsou výsledky dvou
nezávislých hod̊u kostkou, Y = X + Z.

pX|Y (6|10) =
pX,Y (6, 10)

pY (10)
=

1/36

3/36
=

1

3
.

Nebo (možná lépe): pokud v́ıme, že Y = 10, tak máme tři možnosti 4+6,
5 + 5, 6 + 4, všechny stejně pravděpodobné, proto pravděpodobnost 1/3.
(Oproti výpočtu výše, tady jsme ušetřili výpočet, že každá možnost má
pravděpodobnost 1/36, což tady neboĺı, ale ve složitěǰśıch př́ıpadech by
mohlo.)

Pozorováńı 50.

pX|Y (x|y) =
pX,Y (x, y)

pY (y)
=

pX,Y (x, y)∑
x′ pX,Y (x′, y)

D̊ukaz. Definice podmı́něné pravděpodobnosti a Věta 37.

TODO: př́ıklady

5 Spojité náhodné veličiny

V této kapitole budeme zkoumat obecné náhodné veličiny – tj. takové, které
nemuśı být diskrétńı. Typický př́ıklad je uniformně náhodné č́ıslo z nějakého
intervalu (programovaćı jazyky typicky simuluj́ı takovou náhodnou veličinu pro
interval (0, 1)). Budeme ale zkoumat náhodné veličiny obecněji – začněme tedy
definićı.

Definice 51. Náhodná veličina (random variable) na (Ω,F , P ) je zobrazeńı
X : Ω → R, které pro každé x ∈ R splňuje

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ F .

Pozorováńı 52. Diskrétńı n.v. je n.v.

Typicky se budeme zabývat spojitými náhodnými veličinami, neboli ta-
kovými, kde každé reálné č́ıslo má nulovou pravděpodobnost, že ho dostaneme.
Pravděpodobnostńı funkce nám tedy nepomůže, a muśıme použ́ıt nový zp̊usob
popisu náhodných veličin. T́ım nejobecněǰśım je distribučńı funkce.
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Definice 53. Distribučńı funkce (cumulative distribution function, CDF) n.v.
X je funkce FX : R → [0, 1] definovaná předpisem

FX(x) := P (X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}).

Rozmysleme si napřed základńı vlastnosti distribučńıch funkćı.

Věta 54. Necht’ X je náhodná veličina. Pak

1. FX je neklesaj́ıćı funkce

2. limx→−∞ FX(x) = 0

3. limx→+∞ FX(x) = 1

4. FX je zprava spojitá

D̊ukaz. 1. Uvažme reálná č́ısla x1 < x2. Potřebujeme ukázat, že P (X ≤ x1) ≤
P (X ≤ x2). To ale plyne ze základńıch vlastnost́ı (Věta 5), protože pokud
X(ω) ≤ x1, tak také X(ω) ≤ x2.

3. Označme An = {X ≤ n}. Rozhodně plat́ı A1 ⊆ A2 ⊆ · · · Podle Věty 103
(kterou jsme si nedokazovali, ale vypadá snad d̊uvěryhodně) je

lim
n→∞

P (An) = P (
⋃
n∈N

An) = P (Ω) = 1.

2, 4: obdobně, detaily vynecháme.

Spojité náhodné veličiny Nyńı přejděme k nejběžněǰśım veličinám, které
nejsou diskrétńı: ke spojitým. Později si ukážeme, jaké daľśı možnosti náhodných
veličin jsou.

Definice 55. N.v. X se nazývá spojitá (continuous), pokud existuje nezáporná
reálná funkce fX tak, že

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t)dt.

(Někdy se též použ́ıvá pojem absolutně spojitá veličina.) Funkce fX se nazývá
hustota (probability density function, pdf) náhodné veličiny X.

Definici lépe porozumı́me, když si rozmysĺıme, jak ji můžeme použ́ıt ke
generováńı náhodné veličiny s danou hustotou. Uvažme nezápornou reálnou
funkci f , pro niž je

∫∞
−∞ f = 1. Označme S množinu bod̊u pod grafem f , tj.

S = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ f(x)}. Nyńı uvažme náhodný bod b z množiny S,
Vzpomeňme si na definici geometrického pravděpodobnostńıho prostoru, pro
množinu A ⊆ S je P (b ∈ A) = V2(A)/V2(S) = V2(A). (Zde V2 označuje ob-
sah (dvourozměrný objem) dané množiny. Podmı́nka na integrál f zař́ıd́ı, že
V2(S) = 1.) Nyńı označ́ıme x-ovou souřadnici bodu b jako X. T́ım jsme jistě
popsali nějakou náhodnou veličinu. Prozkoumáme ji t́ım, že zjist́ıme, jakou má
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distribučńı funkci FX . Označme Sx = {(t, y) ∈ R2 : 0 ≤ y ≤ f(t)& t ≤ x}. Jistě
je

FX(x) = P (X ≤ x) = P (b ∈ Sx) = V2(Sx) =

∫ x

−∞
f(t)dt

Takže podle Definice 55 je funkce f hustota n.v. X.
TODO: fig

Věta 56. Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak

1. P (X = x) = 0 pro každé x ∈ R.

2. P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b

a
fX(t)dt pro každé a < b ∈ R.

D̊ukaz. Př́ımo podle definice distribučńı funkce a vlastnost́ı integrálu plat́ı

P (a < X ≤ b) = P (X ≤ b)− P (X ≤ a)

= FX(b)− FX(a)

=

∫ b

−∞
fX −

∫ a

−∞
fX

=

∫ b

a

fX

Odsud je možné dokázat bod 1 tak, že polož́ıme b = x a a = b−1/n a rozmysĺıme
si, že pro n → ∞ se bude ten posledńı integrál bĺıžit nule. (Vidět je to snadno
v př́ıpadě, kdy fX je omezená funkce, detaily vynecháme.) Protože

0 ≤ P (X = x) ≤ P (x− 1/n < X ≤ x)

a pravá strana se bĺıž́ı nule, je i P (X = x) = 0.
Důkaz 2 je už lehký:

P (a ≤ X ≤ b) = P (a < X ≤ b) + P (X = a).

P (X = a) = 0 podle 1, a P (a < X ≤ b) je rovna kýženému integrálu.

TODO napsat lépe! takže hustota náhodné veličiny je
”
limita histogramů“

1
2h

∫ x+h

x−h
fX(t)dt je pr̊uměrná hodnota funkce fX na intervalu (x− h, x+ h).

Pokud se tedy funkce moc neosciluje, je to pro malá h přibližně rovno fX(x).
Na druhou stranu je to P (x − h < X < x + h)/(2h) – čili opravdu hustota
pravděpodobnosti, tedy pravděpodobnost intervalu vydělená jeho délkou.

Středńı hodnota spojité n.v.

Definice 57. Necht’ spojitá n.v. X má hustotu fX . Pak jej́ı středńı hodnota
(expectation, expected value, mean) je označována E(X) a definována

E(X) =

∫ ∞

−∞
x fX(x)dx,

pokud integrál má smysl, tj. pokud se
”
nejedná o typ ∞−∞“.
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• Pro lidi s fyzikálńı intuićı: stejně se vypočte těžǐstě tyče ze znalosti hustoty
v jednotlivých bodech.

• Opticky je vzorec pro E(X) podobný vzorci pro diskrétńı n.v. Ukažme
si, jak jde diskrétńı n.v. použ́ıt pro aproximaci X. Zvoĺıme malé δ > 0 a
budeme měřit s přesnost́ı δ: mı́sto X uváž́ıme Y = ⌊X

δ ⌋δ. Pokud je definice
správně, tak čekáme že bude definovat E(X) bĺızkou hodnotě E(Y ). Ale
Y je diskrétńı n.v., takže můžeme srovnat se vzorcem, který už známe.

E(X) =

∫ ∞

−∞
x fX(x)dx =

∑
n∈Z

∫ (n+1)δ

nδ

xfX(x)dx

.
=

∑
n∈Z

∫ (n+1)δ

nδ

nδfX(x)dx =
∑
n∈Z

nδ

∫ (n+1)δ

nδ

fX(x)dx

=
∑
n∈Z

nδP (nδ ≤ X < (n+ 1)δ) =
∑
n∈Z

nδP (Y = nδ)

A to je už podle definice středńı hodnota veličiny Y . Při pečlivěǰśım po-
hledu můžeme zjistit, že jsme se dopustili chyby nejvýše δ.

Věta 58 (Pravidlo naivńıho statistika). Pokud X je spojitá n.v. s hustotou fX
a g reálná funkce, tak

E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)fX(x)dx,

pokud integrál má smysl.

(Důkaz vynecháme, dělal by se pomoćı substituce v integrálu.)

Věta 59 (Linearita středńı hodnoty). Pro X1, . . . , Xn diskrétńı nebo spojité
n.v. plat́ı

E(a1X1 + · · ·+ anXn) = a1E(X1) + · · ·+ anE(Xn).

(Důkaz bude později.)

Rozptyl spojité n.v. Mějme n.v. X s E(X) = µ. Stejně jako pro diskrétńı
př́ıpad definujeme rozptyl jako E((X − µ)2) a proto podle Věty 58

var(X) := E((X − µ)2) =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2 fX(x)dx.

I pro spojité n.v. plat́ı var(X) = E(X2) − (E(X))2 (se stejným d̊ukazem jako
pro diskréńı n.v., protože i tady plat́ı linearita středńı hodnoty). Můžeme tedy
rozptyl poč́ıtat snáze, když opět pomoćı Věty 58 spočteme:

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2 fX(x)dx
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6 Konkrétńı spojitá rozděleńı a jejich parame-
try

6.1 Uniformńı rozděleńı

• N.v. X má uniformńı rozděleńı na intervalu [a, b], ṕı̌seme X ∼ U(a, b),
pokud fX(x) = 1/(b− a) pro x ∈ [a, b] a fX(x) = 0 jinak.

• Distribučńı funkce má vzorec FX(x) = (x − a)/(b − a) pro x ∈ [a, b],
FX(x) = 0 pro x ≤ a a FX(x) = 1 pro x ≥ b.

Pro ilustraci si ukažme spolu s grafem hustoty a distribučńı funkce i naměřená
data (40 hodnot vygenerovaných z uniformńıho rozděleńı na intervalu (0, 0.5).
Pro vysvětleńı: vlevo je kromě hustoty znázorněný i histogram – tj. pro každý
interval délky 0.05 spoč́ıtáme kolik procent dat v intervalu lež́ı a vyděĺıme délkou
intervalu (odhadujeme hustotu pravděpodobnosti, nikoli pravděpodobnost). Pro
kontrolu, naměřená data jsou vyznačená na vodorovné ose.

Na obrázku vpravo kromě distribučńı funkce, tj. funkce která v bodě x má
hodnotu P (X ≤ x), kresĺıme jej́ı odhad pomoćı nasamplovaných 40 hodnot –
tj. kolik procent dat je ≤ x. (Této funkci se ř́ıká ze zjevných d̊uvod̊u empirická
distribučńı funkce. Ještě se j́ı budeme věnovat v́ıce ve statistické části.)
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Středńı hodnota X ∼ U(a, b) by jistě měla být (a+b)/2. Ověřme, že definice
funguj́ı, jak maj́ı:

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x) =

∫ b

a

x

b− a
=

[
x2/2

b− a

]b
a

=
b2 − a2

2(b− a)
=

a+ b

2

Analogicky

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2fX(x) =

∫ b

a

x2

b− a
=

[
x3/3

b− a

]b
a

=
b3 − a3

3(b− a)
=

a2 + ab+ b2

3

Odsud již snadným výpočtem źıskáme

var(X) =
(b− a)2

12
.
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6.2 Exponenciálńı rozděleńı

fX(x) =

{
0 pro x ≤ 0

λe−λx pro x ≥ 0
FX(x) =

{
0 pro x ≤ 0

1− e−λx pro x ≥ 0
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• X modeluje např. čas před př́ıchodem daľśıho telefonńıho hovoru do call-
centra/dotazu na web-server/čas do daľśıho blesku v bouřce/rozpadu ato-
mu/. . .

Souvislost X ∼ Exp(λ) a Y ∼ Geom(p)

• P (X > nδ) = e−λnδ pro δ > 0 a libovolné n

• P (Y > n) = (1− p)n pro n ∈ N

Zkuśıme pochopit a aproximovat X pomoćı Y . Mějme dáno λ. Zvoĺıme
vhodné malé δ > 0 (délku časového intervalu), a vybereme p takové, aby 1−p =
e−λδ, neboli p

.
= λδ. Pak pro každé n ∈ N je P (X > nδ) = P (Y > n) (zjevné

porovnáńım vzorc̊u). Pokud se tedy spokoj́ıme s hodnotou X
”
s přesnost́ı δ“ –

tj. stač́ı nám zjistit ⌈X/δ⌉ – vystač́ıme s geometrickou náhodnou veličinou Y .
Pro představu – atom uranu si každou milisekundu hod́ı korunou, jestli se má
rozpadnout. Z tohoto pohledu je tedy exponenciálńı rozděleńı limitou geomet-
rického, kdy parametr δ zmenšujeme k nule.
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Spočtěme nyńı středńı hodnotu X ∼ Exp(λ), obdobně jako výše pro uni-
formńı rozděleńı.

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x) =

∫ ∞

0

xλe−λx použijeme per-partes

=
[
−xe−λx

]∞
0

−
∫ ∞

0

−1 · e−λx

= 0− 0 +
[
−e−λx/λ

]∞
0

=
1

λ

Analogicky spočteme druhý moment:

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2fX(x) =

∫ ∞

0

x2λe−λx použijeme opět per-partes

=
[
−x2e−λx

]∞
0

−
∫ ∞

0

−2x · e−λx

=

∫ ∞

0

2xe−λx =
2

λ2

Odsud již snadným výpočtem źıskáme

var(X) =
2

λ2
−

(
1

λ

)2

=
1

λ2
.

6.3 Normálńı rozděleńı

Řekneme, že náhodná veličina X má standardńı normálńı rozděleńı (a ṕı̌seme

X ∼ N(0, 1)), pokud fX = φ, kde φ(x) = 1√
2π

e−x2/2 (viz obrázek ńıže).

Př́ıslušnou distribučńı funkci znač́ıme Φ. Vzorec pro ni ale žádný neńı, v́ıme
jen že je to primitivńı funkce k φ – a jde spoč́ıtat numericky. (Ta divná kon-
stanta s

√
π je tam proto, aby

∫∞
−∞ φ(t)dt = 1.) Vzorec asi na prvńı pohled
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nevysvětluje, proč je to d̊uležité rozděleńı (i když spojeńı druhé mocniny a ex-
ponenciálńı funkce je asi přirozené). Ale jak uvid́ıme dále, je to asi nejd̊uležitěǰśı
spojité rozděleńı, možná hlavńı d̊uvod, proč spojitá rozděleńı potřebujeme zkou-
mat.

Pro X ∼ N(0, 1), plat́ı E(X) = 0, var(X) = 1.
TODO: výpočet
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Obecné normálńı rozděleńı znač́ımeN(µ, σ2), jedná se o vhodně přeškálované
standardńı normálńı rozděleńı. Řekneme, žeX ∼ N(µ, σ2), pokud pro Z = X−µ

σ
plat́ı Z ∼ N(0, 1). Nebo také obráceně: pro standardně normálně rozdělenou
veličinu Z je µ + σZ ∼ N(µ, σ2). Neńı těžké odvodit, že normálńı rozděleńı
N(µ, σ2) má hustotu 1

σφ(
x−µ
σ ).

Z volby značeńı asi tuš́ıte, že µ bude přislušná středńı hodnota a σ2 rozptyl.
Že je to opravdu tak, plyne z Věty 27, a 35).

Odolnost v̊uči součtu Zaj́ımavá a dost jedinečná vlastnost normálńıho rozděleńı:
Pokud X1, . . . , Xk jsou n.n.v., kde Xi ∼ N(µi, σ

2
i ), pak jejich součet je také

normálńı n.v., konkrétně

X1 + · · ·+Xk ∼ N(µ, σ2),

kde µ = µ1 + · · ·+ µk a σ2 = σ2
1 + · · ·+ σ2

k. Brzy si ukážeme dva zp̊usoby, jak
tuto vlastnost ověřit.

Význam normálńıho rozděleńı Z centrálńı limitńı věty (o které budeme
mluvit později) je normálńı rozděleńı dobrá aproximace pro součet mnoha nezávislých
náhodných veličin. To trochu vysvětluje výše zmı́něnou

”
odolnost v̊uči součtu“,

ale zejména je to d̊uvod, proč normálńı rozděleńı je v praxi hodně použ́ıvané.
Mnoho v praxi pozorovaných veličin má totiž takový charakter: doba j́ızdy záviśı
na (v́ıceméně nezávislých) dobách čekáńı na jednotlivých semaforech, výška
člověka záviśı na mnoha r̊uzných genech, atd.
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Pro praktické použit́ı je užitečné pravidlo 3σ (anglicky 68–95–99.7 rule). To
ř́ıká, že

P (µ− σ < X < µ+ σ)
.
= 0.68

P (µ− 2σ < X < µ+ 2σ)
.
= 0.95

P (µ− 3σ < X < µ+ 3σ)
.
= 0.997,

viz obrázek. Pokud naraźıte na text, který ř́ıká, že tento index je větš́ı než 2
pro 2.5% populace, budete hned vědět, že se jedná o veličinu se standardńım
normálńım rozděleńım.
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(Obrázek vlevo z Wikipedie, autor Melikamp.)

6.4 Cauchyho rozděleńı

Cauchyho rozděleńı má hustotu f(x) = 1
π(1+x2) . Jej́ı distribučńı funkce je tedy

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt =

1

π
[arctg t]

x
−∞ =

1

π
arctg x+

1

2
.

Uvád́ıme ji zde hlavně jako výstražný př́ıklad. Přestože graf vypadá podobně
jako normálńı rozděleńı (jen trochu v́ıc

”
rozplácnuté“), tak se zásadně lǐśı:

nemá středńı hodnotu! Sice ze symetrie grafu bychom mohli usoudit, že by
toto rozděleńı mělo mı́t středńı hodnotu 0, stejně jako N(0, 1), ale zde se jedná
o nedefinovaný př́ıpad ∞−∞. Je totiž∫ ∞

0

x · f(x) =
[
1

2π
log 1 + x2

]∞
0

= ∞.

Můžeme to i prakticky ověřit: když vygenerujeme mnoho náhodných hodnot z
tohoto rozděleńı a spoč́ıtáme jejich pr̊uměr, dostaneme hodnoty velice daleko
od nuly – na rozd́ıl od N(0, 1).

Pro vyzkoušeńı v R: mean(rcauchy(10ˆ6)) versus mean(rnorm(10ˆ6)).
A totéž v Pythonu:
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import numpy as np
print (np .mean(np . random . normal ( 0 , 1 , 10∗∗6 ) ) )
print (np .mean(np . random . standard cauchy (10∗∗6 ) ) )
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6.5 Paretovo rozděleńı

Paretovo rozděleńı má předpis distribučńı funkce

FX(x) =

{
1−

(
x0

x

)α
x ≥ x0

0 x < x0

.

Potřebujeme, aby α, x0 > 0, jinak by funkce FX nemohla být distribučńı funkce,
viz Věta 54.

Za zmı́nku stoj́ı jednodušš́ı vzorec funkce přežit́ı (survival function), SX(x) =
P (X > x) = (x0/x)

α. Je vidět, že tato funkce klesá k nule mnohem pomaleji než
pro exponenciálńı rozděleńı, ř́ıkáme, že Paretovo rozděleńı má long tail (velký
chvost). Praktický př́ıklad veličiny s t́ımto rozděleńım je např. velikost souboru
přenášeného po internetu nebo délka funguj́ıćıho úseku na disku.

Z distribučńı funkce odvod́ıme hustotu fX(x) = FX(x)′ = αxα
0 /x

α+1 pro
x ≥ x0, fX(x) = 0 pro x < x0.

Pro výpočet středńı hodnoty použijeme definici∫ ∞

−∞
xfX(x) =

∫ ∞

x0

α
(x0

x

)α

=

[
α

1− α

xα
0

xα−1

]∞
x0

= x0
α

α− 1
.

Zde už potřebujeme, aby bylo α > 1, pro α ≤ 1 vyjde středńı hodnota ∞ (a pro
α = 1 i jiná primitivńı funkce).
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6.6 Přehled náhodných veličin

Diskrétńı n.v. Spojitá n.v.

X : Ω → R

obor hodnot Im(X) konečný/spočetný Im(X) je typicky interval (i nekonečný)

FX(x) = P (X ≤ x)

pX(x) = P (X = x) fX(x) = F ′(x)
.
= P (x < X < x+ h)/h∑

x pX(x) = 1
∫∞
−∞ fX(x)dx = 1

P (X ∈ A) =
∑

x∈A pX(x) P (X ∈ A) =
∫
A
fX(x)dx

FX(x) =
∑

t≤x pX(t) FX(x) =
∫ x

−∞ fX(t)dt

E(X) =
∑

x x · pX(x) E(X) =
∫∞
−∞ x · fX(x)dx

E(g(X)) =
∑

x g(x) · pX(x) E(g(X)) =
∫∞
−∞ g(x) · fX(x)dx

Př: počet hod̊u než padne šestka Př: doba běhu programu

Tabulka 1: Srovnáńı diskrétńıch a spojitých náhodných veličin. Ve sloupci vlevo
jsou všechny sumačńı proměnné omezeny na Im(X), tj. obor hodnot X.

6.7 Daľśı rozděleńı

Existuje mnoho daľśıch pojmenovaných rozděleńı, na některá naraźıme později.
Zde jen stručný výčet:

• Gamma rozděleńı – rozděleńı součtu několika nezávislých veličin s expo-
nenciálńım rozděleńım. Modeluje jevy, kdy je potřeba

”
několikrát vystát

frontu“.

• Beta rozděleńı s parametry α, β: má hustotu cxα−1(1 − x)β−1 (pro x ∈
(0, 1)).

• χ2 rozděleńı s k stupni volnosti = ch́ı-kvadrát (χ2
k) je speciálńı př́ıpad

gamma rozděleńı. Ale zejména je to rozděleńı Z2
1 + · · · + Z2

k , kde Zi ∼
N(0, 1) jsou n.n.v. – potkáme ve statistické části.

• Studentova t-distribuce – potkáme ve statistické části.

6.8 Kombinace spojitého a diskrétńıho rozděleńı

Zkuste před daľśım čteńım tipnout, jaké veličiny jsou zachyceny na následuj́ıćıh
obrázćıch:
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Diskrétńı náh.vektory Spojité náh.vektory

X : Ω → Rd

FX,Y (x, y) = P (X ≤ x&Y ≤ y)

pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y) fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x,y)

∂x∂y

.
= P (x < X < x+ h& y < Y < y + h)/h2∑

y pX,Y (y) = pX(x)
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dy = fX(x)∑

x pX,Y (x) = pY (y)
∫∞
−∞ fX,Y (x, y)dx = fY (y)

P ((X,Y ) ∈ A) =
∑

(x,y)∈A pX,Y (x, y) P ((X,Y ) ∈ A) =
∫
A
fX,Y (x, y)dxdy

pX+Y (z) =
∑

x pX(x)pY (z − x) fX+Y (z) =
∫∞
−∞ fX(x)fY (z − x)dx

E(g(X,Y )) =
∑

x,y g(x, y) · pX,Y (x, y) E(g(X,Y )) =
∫∞
−∞ g(x, y) · fX,Y (x, y)dxdy

Tabulka 2: Srovnáńı diskrétńıch a spojitých náhodných vektor̊u.
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7 Kvantilová funkce a Universalita uniformńıho
rozděleńı

Pro náhodnou veličinu X definujeme kvantilovou funkci QX : [0, 1] → R pomoćı

QX(p) := min {x ∈ R : p ≤ FX(x)} (2)

• Pokud FX je spojitá, tak QX = F−1
X (inverzńı funkce k FX).
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• Obecně plat́ı:
QX(p) ≤ x ⇔ p ≤ FX(x). (3)

• Jako medián označujeme hodnotu m = QX(1/2). Je to (nejmenš́ı) takové
č́ıslo, že P (X ≤ m) ≥ 1/2 a P (X > m) ≤ 1/2. Pokud je X diskrétńı n.v.,
tak takových č́ısel je v́ıce, a v tom př́ıpadě definice mediánu neńı ustálená.
Dále budeme pro jednoduchost předpokládat spojité rozděleńı.

• Prvńı kvartil je hodnota, q = QX(1/4) taková, že jedna čtvrtina hodnot
je ≤ q (P (X ≤ q) ≤ 1/4). Desátý percentil QX(10/100) je hodnota větš́ı
než 10 % hodnot, atd.

Věta 60. Necht’ X je spojitá n.v., jej́ı̌z distribučńı funkce F = FX je rostoućı.
Pak F (X) ∼ U(0, 1).

D̊ukaz. Označme Y = F (X) (tedy Y je náhodná veličina). Prozkoumáme, o
jakou veličinu se jedná, pomoćı jej́ı distribučńı funkce. Pro y ∈ (0, 1) zvolme x
takové, aby y = F (x) (existuje d́ıky spojitosti F ).

P (Y ≤ y) = P (F (X) ≤ F (x)) = P (X ≤ x) = F (x) = y.

Tud́ıž se FY shoduje s distribučńı funkćı U(0, 1) na intervalu (0, 1), a tedy i
všude jinde. Proto má Y uniformńı rozděleńı na (0, 1).

Věta 61. Necht’ U ∼ U(0, 1) a F je funkce
”
typu distribučńı funkce“, tj. ne-

klesaj́ıćı spojitá funkce s limx→−∞ F (x) = 0 a limx→+∞ F (x) = 1. Bud’ Q
odpov́ıdaj́ıćı kvantilová funkce (podle (2)). Pak Q(U) je n.v. s distribučńı funkćı
F .

D̊ukaz. Podobně jako v minulé větě, jenom jednodušeji. Označme X = Q(U).
Prozkoumáme distribučńı funkci X:

P (X ≤ x) = P (Q(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)) = F (x).

Tady prvńı rovnost je definice X, druhá z vlastnosti (3), a posledńı z vlastnosti
uniformńıho rozděleńı (a toho, že F (x) ∈ [0, 1]).

Větu 61 můžeme použ́ıt na generováńı náhodných veličin s daným rozděleńım.

Př́ıklad 62. Vyrobte náhodnou veličinu s rozděleńım Exp(λ), pokud máte k
dispozici U ∼ U(0, 1).

Vı́me, že distribučńı funkce Exp(λ) je F (x) = 1− e−λx. Jedná se o spojitou
funkci, př́ıslušná kvantilová funkce je tedy jej́ı inverzńı funkce. Snadno spočteme

Q(p) = log(1−p)
−λ . Podle Věty 61 má Q(U) = log(1−U)

−λ požadované rozděleńı.
TODO: diskrétńı n.v.
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8 Náhodné vektory

Sdružená distribučńı funkce (Joint cdf) Často chceme zkoumat několik
náhodných veličin najednou. Budeme pak moci zkoumat jejich vzájemné závislosti,
a např. rozlǐsit mezi dvěma následuj́ıćımi obrázky (každá tečka znamená jednu
vygenerovanou hodnotu náhodného vektoru).
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Definice 63. Pro n.v. X, Y na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F , P ) definu-
jeme jejich sdruženou distribučńı funkci (joint cdf) FX,Y : R2 → [0, 1] předpisem

FX,Y (x, y) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x&Y (ω) ≤ y}).

Mohli bychom definovat i pro v́ıce než dvě n.v. FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) =

P (X1 ≤ x1 & . . . Xn ≤ xn). Pro pohodĺı značeńı budeme obvykle zkoumat jen
dvojrozměrný př́ıpad.

Věta 64 (Pravděpodobnost obdélńıku). Pokud F = FX,Y , tak

P (X ∈ (a, b] &Y ∈ (c, d]) = F (b, d)− F (a, d)− F (b, c) + F (a, c).

Často můžeme sdruženou distribučńı funkci psát jako integrál pomoćı nezáporné
funkce fX,Y

FX,Y (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX,Y (x, y)dxdy.

Pak nazýváme n.v. X, Y sdruženě spojité. Funkce fX,Y je jejich sdružená hus-
tota.

(Tak jako u jednorozměrného př́ıpadu může být fX,Y > 1, neńı to pravděpodobnost,
ale jej́ı hustota – kolik připadá pravděpodobnosti na jednotku obsahu.)

Stejně jako u jednorozměrného př́ıpadu můžeme pak pomoćı hustoty vyjádřit
i daľśı pravděpodobnosti:

P ((X,Y ) ∈ S) =

∫
S

fX,Y (x, y)dxdy.

fX,Y (x, y) =
∂2FX,Y (x, y)

∂x∂y
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Věta 65 (Pravidlo naivńıho statistika). Stejně jako v diskrétńım př́ıpadu plat́ı
pro středńı hodnotu funkce dvou n.v.

E(g(X,Y )) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)fX,Y (x, y)dxdy.

A stejně jako v diskrétńım př́ıpadu odsud odvod́ıme E(aX + bY + c) =
a · E(X) + b · E(Y ) + c, a odsud indukćı Větu 59.

Nezávislost spojitých náhodných veličin

Definice 66. Náhodné veličiny X, Y nazveme nezávislé (independent), pokud
jevy {X ≤ x} a {Y ≤ y} jsou nezávislé pro libovolná x, y ∈ R. Ekvivalentně,

P (X ≤ x, Y ≤ y) = P (X ≤ x)P (Y ≤ y), neboli

FX,Y (x, y) = FX(x)FY (y)

Věta 67. Necht’ X, Y maj́ı sdruženou hustotu fX,Y (a hustoty fX , fY ). Následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

• X, Y jsou nezávislé

• fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

Součet spojitých n.v.

Věta 68 (Konvoluce pro spojité n.v.). Necht’ spojité X, Y jsou n.n.v. Pak
Z = X + Y je také spojitá n.v. a jej́ı hustotu dostaneme jako konvoluci funkćı
fX , fY , neboli

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x)dx.

Př́ıklad 69. Necht’ X,Y ∼ N(0, 1) jsou n.n.v. Jaké je rozděleńı jejich součtu
X + Y ?

TODO: výpočet
Plat́ı následuj́ıćı analogie Věty 37.

Věta 70 (Marginálńı hustota).

fX(x) =

∫
y∈R

fX,Y (x, y)dy

fY (y) =

∫
x∈R

fX,Y (x, y)dx
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Podmı́něná hustota

Definice 71. Pro spojité n.v. X, Y definujeme podmı́něnou hustotu (conditi-
onal pdf) předpisem

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)

pokud je fY (y) > 0, jinak ji nedefinujeme.

Vı́cerozměrné normálńı rozděleńı Ukážeme si d̊uležitý př́ıklad spojitého
náhodného vektoru. Připomeňme hustotu standardńıho normálńıho rozděleńı,
φ(t) = 1√

2π
e−t2/2. Položme

f(t1, . . . , tn) = φ(t1)φ(t2) · · ·φ(tn) =
1

(
√
2π)n

e−
t21+···+t2n

2

Všimněme si, že f(t1, . . . , tn) = (2π)−n/2e−r2/2, kde r2 = t21 + · · ·+ t2n. Ř́ıkáme,
že f je radiálně symetrická funkce, jej́ı hodnota zálež́ı jen na vzdálenosti od
počátku. (Na obrázku je pro ilustraci př́ıpad n = 2.)

Image by Wikipedia editor Piotrg.

Necht’ náhodný vektor Z = (Z1, . . . , Zn) má hustotu f . Potom Z1, . . . , Zn

jsou n.n.v. (Věta 67) a pro všechna i je Zi ∼ N(0, 1) (TODO).
Z toho, že f je radiálně symetrická funkce plyne, že Z/∥Z∥ je uniformně

náhodný bod na n-rozměrné sféře. (Což je nejlepš́ı zp̊usob, jak takový bod vy-
generovat.)

Zároveň také skalárńı součin Z s libovolným jednotkovým vektorem má
stejné rozděleńı jako ⟨e1, Z⟩ = Z1. Tud́ıž, pro každý jednotkový vektor u plat́ı,
že ⟨u, Z⟩ =

∑n
i=1 uiZi má také rozděleńı N(0, 1) To jsme si dř́ıve uváděli jako

”
odolnost normálńıho rozděleńı v̊uči sč́ıtáńı“.

TODO: lépe vysvětlit?

Vı́cerozměrné normálńı rozděleńı obecné Obecněji můžeme vźıt náhodný
vektor s hustotou c · e−Q(t)/2, kde c > 0 je vhodná konstanta a Q(t) = (t −
µ)TΣ−1(t − µ) je kvadratická funkce s positivně semidefinitńı matićı Σ−1. O
takovém vektoru X ř́ıkáme, že má v́ıcerozměrné normálńı rozděleńı N(µ,Σ).
Přitom µ ∈ Rd je vektor středńıch hodnot, µi = E(Xi) a Σ je matice kovari-
anćı, Σi,j = cov(Xi, Xj). Standardńı př́ıpad z předchoźıho odstavce odpov́ıdá
nulovému vektoru µ a jednotkové matici Σ. Pokud Σ neńı diagonálńı matice, tak
souřadnice nejsou nezávislé – model tedy umožňuje popsat i složitěǰśı systémy
náhodných veličin. Proto se často použ́ıvá ve strojovém učeńı (tj. ve statistice).
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Image by Wikipedia editor Bscan.

Podmiňováńı Stejně jako v diskrétńım př́ıpadě zavedeme podmı́něné pravděpodobnosti,
tentokrát tedy v podobě distribučńı funkce a hustoty.

Definice 72. X je n.v. na (Ω,F , P ), B ∈ F a P (B) > 0.

FX|B(x) := P (X ≤ x | B)

K tomu př́ısluš́ı hustotńı funkce fX|B.

• pokud B = {X ∈ S} (což, pro připomenut́ı, znamená přesněji B = {ω ∈
Ω : X(ω) ∈ S} pro nějakou množinu S ⊆ R, tak

fX|B(x) =

{
fX(x)

P (X∈S) pokud x ∈ S

0 jinak

Věta 73 (věta o rozkladu hustoty). Necht’ X je spojitá n.v., necht’ B1, B2, . . .
je rozklad Ω. Pak

FX(x) =
∑
i

P (Bi)FX|Bi
(x) a

fX(x) =
∑
i

P (Bi)fX|Bi
(x).

D̊ukaz. Věta o úplné pravděpodobnosti pro FX , zderivujeme pro fX .

Podmı́něná hustota a středńı hodnota

• E(X | B) =
∫∞
−∞ x · fX|B(x)dx

• E(g(X)|B) =
∫∞
−∞ g(x)fX|B(x)dx

• Pokud B1, B2, . . . je rozklad, tak

E(X) =
∑
i

E(X | Bi)P (Bi).

46



Podmı́něná hustota a středńı hodnota

• fX|Y (x|y) :=
fX,Y (x,y)

fY (y) je hustota n.v. X, pokud Y = y

• E(X | Y = y) :=
∫∞
−∞ x · fX|Y (x|y)dx je středńı hodnota této veličiny

• E(g(X)|Y = y) =
∫∞
−∞ g(x) · fX|Y (x|y)dx

• E(X) =
∫∞
−∞ E(X | Y = y)fY (y)dy

9 Nerovnosti

Věta 74 (Markovova nerovnost). Necht’ náhodná veličina X splňuje X ≥ 0,
necht’ a > 0 je reálné č́ıslo. Pak

P (X ≥ a) ≤ E(X)

a
.

D̊ukaz. Podle Věty 30

E(X) = P (X ≥ a)E(X | X ≥ a) + P (X < a)E(X | X < a)

≥ P (X ≥ a) · a+ 0

Zde jsme použili toho, že E(X | X ≥ a) je určitě alespoň a, dále P (X < a) ≥ 0
a E(X | X < a) ≥ 0. Ted’ stač́ı jen vydělit a.

Poznámky

• Pokud zvoĺıme a = b · E(X), můžeme nerovnost psát ve tvaru

P (X ≥ b · E(X)) ≤ 1

b
.

• Extrémńı př́ıpad je, pokud X = a > 1 s pravděpodobnost́ı 1/a a X = 0
jinak. Promyšleńım tohoto př́ıkladu vid́ıme, že k d̊ukazu stač́ı obyčejné

”
kupecké počty“.

• Obrácený pohled: může být 51 % lid́ı dvakrát starš́ı než pr̊uměr?

Př́ıklad 75. Sestavili jsme pravděpodobnostńı algoritmus (tj., algoritmus, který
si háźı korunou) a zjistili jsme, že pro jeho dobu běhu X plat́ı E(X) = n2 (n
je velikost vstupu). Co m̊užeme odsud zjistit o tom, jak je pravděpodobné, že
algoritmus poběž́ı výrazně déle?

I bez daľśı analýzy algoritmu můžeme použ́ıt Markovovu nerovnost: je jistě
X ≥ 0, proto plat́ı

P (X ≥ cn2) ≤ 1

c
.
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Věta 76 (Čebyševova nerovnost). Necht’ X má konečnou středńı hodnotu µ a
rozptyl σ2. Pak

P (|X − µ| ≥ t · σ) ≤ 1

t2
.

D̊ukaz. Položme Y = (X−µ)2. Jistě plat́ı Y ≥ 0 a E(Y ) = σ2. Stač́ı tedy použ́ıt
Markovovu nerovnost pro Y .

Věta 77 (Chernoffova (Černovova) nerovnost). Necht’ X =
∑n

i=1 Xi, kde Xi

jsou n.n.v. nabývaj́ıćı hodnot ±1 s pravděpodobnost́ı 1/2. Pak pro t > 0 plat́ı

P (X ≤ −t · σ) = P (X ≥ t · σ) ≤ e−t2/2,

kde σ = σX =
√
n.

Větu nebudeme dokazovat, d̊ukaz si uvedeme v daľśım semestru (Pravděpodobnost
a Statistika 2). Uvád́ıme ji zde jako ukázku toho, že pokud o veličině X máme
speciálńı znalosti (jako zde, že je to součet nezávislých náhodných veličin),
tak můžeme źıskat lepš́ı odhad, než pro obecnou náhodnou veličinu, což dává
Čebyševova nerovnost. Chernoffova nerovnost se často použ́ıvá při analýze pravděpodobnostńıch
algoritmů.

10 Limitńı věty

10.1 Zákony velkých č́ısel

Věta 78 (Silný zákon velkých č́ısel (strong law of large numbers)). Necht’

X1, X2, . . . jsou stejně rozdělené n.n.v. se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2.
Označme X̄n = (X1 + · · · + Xn)/n tzv. výběrový pr̊uměr (sample mean). Pak
plat́ı

lim
n→∞

X̄n = µ skoro jistě (tj. s pravděpodobnost́ı 1).

Řı́káme, že posloupnost X̄n konverguje k µ skoro jistě (almost surely).

Poznámky

• To je d̊uvod, proč při děláńı experiment̊u opakovat měřeńı. Zároveň to
ukazuje, že je třeba, aby měřeńı byla nezávislá.

• Speciálńı př́ıpad: pro pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P ) budeme zkou-
mat nějaký jev A ∈ F . Experiment budeme nekonečněkrát opakovat, ne-
boli uváž́ıme naše elementárńı jevy budou posloupnosti prvk̊u Ω. Xi(ω) =
1, pokud ωi ∈ A (při i-tém opakováńı pokusu nastal jev A), a Xi(ω) = 0
jinak.

TODO
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Monte Carlo integration Jak spoč́ıtat
∫
x∈A

g(x)dx?
Speciálně:

g(x) =

{
1 pro x ∈ S

0 jinak

. . . obsah kruhu
TODO: dopsat pořádně
Silný zákon velkých č́ısel dokazovat nebudeme, ale ukážeme si podobné tvr-

zeńı:

Věta 79 (Slabý zákon velkých č́ısel (weak law of large numbers)). Necht’ X1,
X2, . . . jsou stejně rozdělené n.n.v. se středńı hodnotou µ a rozptylem σ2.
Označme X̄n = (X1 + · · ·+Xn)/n. Pak pro každé ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P (|X̄n − µ| > ε) = 0.

Řı́káme, že posloupnost X̄n konverguje k µ v pravděpodobnosti (in probability)

a ṕı̌seme X̄n
P−→ µ.

D̊ukaz. Podle Věty 59 je E(X̄n) = (E(X1)+ · · ·+E(Xn))/n = µ. A protože jsou
jednotlivé sč́ıtance nezávislé, můžeme použ́ıt i Větu 35 a dostaneme var(X̄n) =
(var(X1) + · · ·+ var(Xn))/n

2 = σ2/n. Můžeme tedy použ́ıt Čebyševovu nerov-
nost pro a =

√
nε/σ a dostaneme, že

P (|X̄n − µ| > ε) ≤ σ2

nε2
.

T́ım jsme jednak dokázali větu, jednak i našli explicitńı odhad na to, jak velká
bude pravděpodobnost chyby pro konkrétńı n, ε a σ.

Jak naznačuje název předchoźıch vět, tak z Věty 78 plyne Věta 79. Uvědomte
si ale, že jsme vlastně ukázali něco trochu v́ıc – ukázali jsme, jak rychle se
ta posloupnost pravděpodobnost́ı bĺıž́ı k nule, neboli jsme źıskali nástroj, jak
rozhodovat tvrzeńı následuj́ıćıho typu:

Př́ıklad 80. Při měřeńı hmotnosti uděláme chybu s normálńım rozděleńım
a směrodatnou odchylkou 1 gram. Kolik měřeńı muśıme provést, aby pr̊uměr
naměřených hodnot neměl věťśı chybu než 0.1 gramu?

TODO dvě řešeńı – přes součet normálńıch i přes WLLN

10.2 Centrálńı Limitńı věta

Nejd̊uležitěǰśı věta pravděpodobnosti a statistiky.

Věta 81. Necht’ X1, X2, . . . jsou stejně rozdělené n.n.v. se středńı hodnotou µ
a rozptylem σ2. Označme Yn = ((X1 + · · ·+Xn)− nµ)/(

√
n · σ).
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Pak Yn
d−→ N(0, 1). Neboli, pokud Fn je distribučńı funkce Yn, tak

lim
n→∞

Fn(x) = Φ(x) pro každé x ∈ R.

Řı́káme, že posloupnost Yn konverguje k N(0, 1) v distribuci (in distribution).

Větu si zde dokazovat nebudeme, zájemce odkážeme na přednášku Pravděpodobnost
a Statistika 2.

Rozmysleme si ale, proč má věta takové zněńı, jaké má.

• Stejným postupem jako v d̊ukazu Věty 79 zjist́ıme, že E(Yn) = 0 a var(Yn) =
1. To je jednak kĺıčový rozd́ıl CLV a Zákona velkých č́ısel – zde se rozptyl
nebĺıž́ı nule, takže posloupnost Yn se, oproti Sn nebĺıž́ı jednobodovému
rozděleńı. To ještě nedokazuje, že Yn se bĺıž́ı N(0, 1), ale

”
má k tomu

šanci“.

• Pokud jsou všechna Xi normálńı s rozděleńım N(µ, σ2), tak (odolnost
v̊uči součtu!) je i Yn normálńı – s ohledem na předchoźı bod bude přesně
Yn ∼ N(0, 1). Neboli: jiné rozděleńı než normálńı v CLV být nemůže!

TODO: obrázky
TODO: proč je to d̊uležité TODO: co znamená konvergence v distribuci

Poznámky

• Speciálńı př́ıpad: pokud X1, . . . , Xn ∼ Ber(p), tak v́ıme, že jejich součet
se ř́ıd́ı rozděleńım Bin(n, p). V tomto př́ıpadě je tedy Yn přeškálované
binomické rozděleńı. To tedy ukazuje, že v distribuci se (Bin(n, p) −
np)/

√
np(1− p) bĺıž́ı N(0, 1).

•

Vizuálńı ukázku dává tzv. Galtonova deska: pravi-
delně rozmı́stěné hřeb́ıky p̊usob́ı na padaj́ıćı ṕısek
jako posloupnost nezávislých náhodných veličin (po-
sud o +1 nebo o−1 při každém spadnut́ı o jednu řadu
dol̊u. Zaplněnost jednotlivých sloupečk̊u vytvář́ı his-
togram binomického rozděleńı Bin(n, 1/2) (kde n je
počet řádek). Centrálńı limitńı věta ř́ıká, že výsledné
rozděleńı je také přibližně normálńı.
CC-BY-SA 4.0 (as metadata). Please attribute as
Matemateca (IME/USP)/Rodrigo Tetsuo Argenton.
This file was published as the result of a partnership
between Matemateca (IME/USP), the RIDC Neu-
roMat and the Wikimedia Community User Group
Brasil

• DeMoivre–Laplaceho věta ř́ıká o něco silněǰśı věc: v okoĺı pn je i pravděpodobnostńı
funkce Bin(n, p) dobře aproximována hustotou N(np, np(1 − p)), tedy
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vhodně přeškálovanou Gaussovou funkćı φ. Přesněji:(
n

k

)
pk(1− p)n−k ≃ 1√

2πnp(1− p)
e−

(k−np)2

2np(1−p)

pro k bĺızké pn. Ještě přesněji: pokud pro nějaké c je |k−pn| < c
√

np(1− p)
a n se bĺıž́ı nekonečnu, tak poměr dvou výraz̊u nahoře se bĺıž́ı k jedné.

Order in Apparent Chaos: I know of scarcely anything so apt to
impress the imagination as the wonderful form of cosmic order ex-
pressed by the Law of Frequency of Error. The law would have been
personified by the Greeks and deified, if they had known of it.

Francis Galton: Natural Inheritance (1889)

11 Statistika – úvod

Doposud jsme se věnovali tomu, že pro zadaný model náhodné situace (např.
dané náhodné veličiny, jejich distribuci danou (sdruženou) pravděpodobnostńı
funkćı/hustotou), jsme zjǐst’ovali

”
co se stane“ – jaká je pravděpodobnost nějakého

jevu, jaká je středńı hodnota nějaké veličiny, atd. Nyńı náš pohled otoč́ıme: bu-
deme cht́ıt z pozorovaných dat odvodit, jaký model je asi vytvořil, př́ıpadně
jaké měl vlastnosti. Řešené úlohy si rozděĺıme do několika typ̊u:

• bodové odhady – chceme určit hodnotu nějakého parametru (často středńı
hodnoty neznámého rozděleńı)

• intervalové odhady – chceme pro nějaký parametr naj́ıt interval, ve kterém
bude ležet např. s pravděpodobnost́ı 99 %.

• testováńı hypotéz – chceme zjistit, zda naměřená data podporuj́ı naši hy-
potézu, nebo ji vylučuj́ı.

• (lineárńı) regrese – jaká je závislost mezi dvěma měřenými hodnotami?

Každé z těchto otázek se budeme věnovat podrobněji, ukažme si jen na
př́ıkladu, co to znamená. Řekněme, že chceme zjistit, kolik je v České repub-
lice levák̊u. V principu bychom mohli tuto otázku zjistit při př́ı̌st́ım sč́ıtáńı
lidu, ale rádi bychom našli operativněǰśı a levněǰśı postup. Nab́ıźı se použ́ıt
náhodný vzorek: z celé populace (N

.
= 10.7 milion̊u) vybereme náhodný vzorek

o rozsahu (velikosti) n = 100 (např.). U každého z nich zjist́ıme, zda je levák
a odsud odvod́ıme něco o počtu levák̊u v celé ČR. Pokud máme za úkol vy-
tvořit bodový odhad, tak najdeme jedno č́ıslo, které bude nejlepš́ı možný odhad.
(Co to vlastně znamená si ukážeme v př́ı̌st́ı kapitole.) Intervalový odhad má
skromněǰśı úkol: najdeme interval, ve kterém bude neznámý počet s dost velkou
pravděpodobnost́ı. Ukážeme si, jaký je optimálńı vztah mezi š́ı̌rkou nalezeného
intervalu a požadovanou spolehlivost́ı. Mysĺıte si, že je mezi programátory v́ıce

51



levák̊u než v celé populaci? Pokud to chcete ověřit, řeš́ıte úlohu testováńı hy-
potéz. Pokud si mysĺıte, že je závislost mezi počtem programátor̊u v nějaké zemi
a výš́ı HDP na osobu, tak pro ověřeńı potřebujete provést regresi.

Než se ale pust́ıme do konkrétńıch metod a vět, pod́ıvejme se na několik tvář́ı
statistiky. Ta prvńı (kterou nejčastěji uvid́ıme třeba v novinách) spoč́ıvá prostě
v přehledném znázorněńı nějakých dat. Této části se ř́ıká exploračńı analýza dat.
Nebudeme si k ńı ř́ıkat nic podnětného – kromě toho, že je potřeba pečlivost a
poctivost. Možné neduhy:

• co dělat s neúplnými daty (člověk co odpov́ı jenom na p̊ulku otázek, stu-
dent odejde v p̊ulce ṕısemky, firma zkrachuje v pr̊uběhu roku, pacient vy-
padne v p̊ulce studi a vy nev́ıte, jestli se uzdravil nebo umřel, u některých
programů jste nezměřili dobu běhu, protože se vám už nechtělo déle čekat).

• co dělat s daty, která jsou asi chybná

• pokud vyb́ıráme jen část dat (náhodný vzorek) – vyb́ıráme rovnoměrně
náhodně? Nebo podle toho, co je snáze dostupné, nebo co se nám v́ıc hod́ı?

• nejsou zvolené obrázky zavádej́ıćı?

• atd., atd.

Ukažme si zde jen tři možné zp̊usoby znázorněńı stejných dat: dvě skupiny
student̊u ṕı̌śıćı ṕısemku.

TODO: vysvětlit boxplot TODO: u histogramu zálež́ı na jemnosti!
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TODO: radar chart, stem chart, scatter plot, bubble chart
TODO: nominálńı proměnná (také kategorická), pořadové/ordinálńı, nume-

rická
Exploračńı analýza může objevit zaj́ımavé souvislosti. Problém ale je, jak

zjistit, které jsou popis nějaké skryté skutečnosti a které jsou zp̊usobeny náhodným
koĺısáńım dat. Když budeme mı́t dat dostatečný počet, objev́ıme v nich cokoli,
viz třeba

T́ım se právě zabývá statistika ve smyslu aplikované matematické discipĺıny;
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budeme zkoumat tak zvanou konfirmačńı analýzu. Jej́ım základem je zp̊usob,
jak vyb́ıráme z velké množiny (tzv. populace) objekty, které budeme měřit nebo
jinak zkoumat. Logický postup je vyb́ırat uniformně náhodně bez vraceńı. Jako
jednodušš́ı pro analýzu se ukazuje vyb́ırat uniformně náhodně s vraceńım.

TODO: binom vs. hypergeom.
TODO: stratifikovaný výběr
Motivováńı předchoźı diskuźı definujeme následuj́ıćı pojem:

Náhodný výběr Posloupnost n.n.v.X1, . . . ,Xn se stejným rozděleńım nazýváme
náhodný výběr s rozsahem n. Pokud maj́ı tyto veličiny distribučńı funkci F ,
ṕı̌seme X1, . . . , Xn ∼ F . Někdy mı́sto F ṕı̌seme krátce jen jméno rozděleńı
(Ber(p), Exp(λ), . . . ).

Uvědomme si, že ve skutečnosti tyto náhodné veličiny nevid́ıme, źıskáme jen
jejich hodnoty pro naše konkrétńı měřeńı, neboli pozorováńı, neboli realizaci.
Zpravidla znač́ıme xi naměřenou hodnotuXi, neboli xi = Xi(ω) pro elementárńı
jev ω ∈ Ω, který skutečně nastal.

Prostor Ω nebudeme bĺıže zkoumat, zde si jej ale pro ujasněńı ukážeme po-
drobně. Pokud stále poč́ıtáme pod́ıl levák̊u, tak Ω = {všechny n-tice obyvatel ČR}.
Uvažovaná pravděpodobnost je uniformńı a pro ω = (ω1, . . . , ωn) zvoĺıme Xi =
I(ωi je levák).

Parametrické vs. neparametrické modely V našem pátráńı po modelu,
který vysvětluje naměřená data, se můžeme rozhodnout, že budeme velice otevřeńı
– povoĺıme libovolnou distribučńı funkci neznámé veličiny, nebo se třeba omeźıme
na diskrétńı (nebo naopak spojité) veličiny. Nebo naopak můžeme použ́ıt tzv. pa-
rametrické modely a budeme zkoumat jen distribučńı funkce F z množiny {Fθ :
θ ∈ Θ} – θ je neznámý parametr, Θ množina možných hodnot toho parametru.
Př́ıklady:

• Pois(λ) (parametr θ = λ, Θ = R+)

• U(a, b) (parametr θ = (a, b), Θ = R2)

• N(µ, σ2) (parametr θ = (µ, σ), Θ = R× R+)

Nab́ıźı se otázka, proč to děláme, odkud v́ıme, že neznámá náhodná veličina
má zrovna tenhle typ rozděleńı. Typicky to děláme na základě předchoźıch
zkušenost́ı: bud’ zkoumáńı podobných problémů jinými lidmi, nebo naš́ı vlastńı
exploračńı analýzy. Je k tomu ale třeba přidat komentář statistika George Boxe:

”
Všechny modely jsou špatné, ale některé jsou užitečné.“

Statistika Kromě toho, že statistika je název oboru, má i jistý technický
význam. Statistika je libovolná funkce náhodného výběru, tj. např. aritmetický
pr̊uměr, medián, maximum, atd. Takže T = T (X1, . . . , Xn) je náhodná veličina
– taková, která svoji náhodnost čerpá jen z veličin X1, . . . , Xn (při zpracováńı
dat už neháźıme kostkou). Dá se tedy ř́ıct, že úlohou statistik̊u je hledat vhodné
statistiky, které řeš́ı úlohy výše zmı́něné (např. odhad neznámého parametru).

54



možné světy Θ naměřená data Rn

x = (x1, . . . , xn)
θ

θ̂

p(x; θ) nebo f (x; θ)

θ̂ = θ̂(x)

Obrázek 1: Ilustrace bodového odhadu. Naš́ım úkolem je z naměřených dat (na
obrázku jeden z punt́ık̊u v množině napravo) odvodit hodnotu parametru θ,
který popisuje model, z něhož jsme data naměřili. (Např. skutečnou středńı
hodnotu, kterou bychom zjistili až po nekonečně mnoha opakováńıch.) V bo-

dovém odhadu sestav́ıme jednu statistiku θ̂, která z naměřených dat x vyrob́ı
náš odhad.

12 Bodové odhady

TODO: má θ popisovat jzn. model, nebo to má být něco, co odhadujeme?
Uvažujme nadále náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ Fθ, budeme cht́ıt odhadnout

nějakou funkci neznámého parametru θ. Můžeme zkoumat např́ıklad veličiny s
rozděleńım N(µ, σ2) a cht́ıt odhadnout jejich rozptyl. Pak bude θ = (µ, σ) a
g(θ) = σ2. Ale i u rozděleńı s jediným parametrem (např. Geom(p)) můžeme
cht́ıt mı́sto parametru θ = p odhadovat středńı hodnotu 1/θ.

Nyńı se zaměř́ıme na odhad pomoćı jednoho č́ısla, neboli bodový odhad.
Hledáme tedy statistiku θ̂n = θ̂n(X1, . . . , Xn), která ”

dobře aproximuje“ hod-
notu g(θ). Protože náš odhad je náhodná veličina, nemůžeme čekat, že by se
kýžené hodnotě skutečně rovnal. Co tedy můžeme realisticky od bodových od-
had̊u čekat? Jak porovnat, který odhad je lepš́ı a který horš́ı?

TODO g(θ)???

Definice 82. Pro náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ Fθ a libovolnou funkci g na-
zveme bodový odhad θ̂n

• nevychýlený/nestranný (angl. unbiased) pokud E(θ̂n) = g(θ).

• asymptoticky nevychýlený/nestranný pokud lim
n→∞

E(θ̂n) = g(θ).

• konzistentńı pokud θ̂n
P−→ g(θ). (Definice konvergence v pravděpodobnosti

je stejná jako ve Větě 79.)
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Dále definujeme

• vychýleńı (bias) bias(θ̂n) = E(θ̂n)− θ.

• středńı kvadratickou chybu (mean squared error) MSE(θ̂n) = E((θ̂n−θ)2)

Uvědomme si, že všechny tyto pojmy záviśı na neznámém parametru θ.

• Odhad může být nevychýlený a přitom k ničemu: pokud třeba v polovině
př́ıpad̊u dává hodnotu o milion vyšš́ı a v polovině př́ıpad̊u o milion nižš́ı.

• To částečně řeš́ı konzistence: ta ř́ıká, že pro rostoućı n pravděpodobnost
velké chyby klesá k nule.

• Pokud nás zaj́ımá nejen chováńı v limitě, ale i pro malá n, potřebujeme
např. MSE. Pokud pro veličinu Y = (θ̂n − θ)2 použijeme Markovovu ne-
rovnost, zjist́ıme, že P (Y > cMSE) < 1/c. Takže pokud je MSE malé,
máme i odhad na pravděpodobnost toho, že zrovna při našem měřeńı vy-
jde odchylka od správné hodnoty velká.

• Daľśı věta nám ukáže, jak doćılit malé MSE: potřebujeme malé vychýleńı
i malý rozptyl našeho odhadu. Proto někdy může být vhodné uvažovat i
(trochu) vychýlené odhady, pokud maj́ı nižš́ı rozptyl.

Obrázek 2 ilustruje zavedené pojmy. Pro náhodný výběr z U(0, θ) odhadu-
jeme hodnotu neznámého parametru θ (na obrázku θ = 130). Protože náš odhad

θ̂n záviśı na náhodných měřeńıch, jedná se o náhodnou veličinu. Na obrázku je
histogram této náhodné veličiny (vždy 104 pokus̊u). Na horńım obrázku je his-
togram symetrický kolem skutečné hodnoty θ, tj. zkoumáme nestranný odhad.
Dokonce se zdá, že je rozděleńı tohoto odhadu přibližně normálńı, což se bude
hodit v daľśı kapitole. Naopak na dolńım obrázku je histogram silně nesymet-
rický, vždy dává nižš́ı výsledek, než je skutečnost. Jedná se tedy o vychýlený
odhad. V obou př́ıpadech se histogram zúžil při zvýšeńı počtu měřeńı z n = 100
na n = 1000. Pokud tento trend pokračuje i nadále pro n → ∞, jedná se o
konzistentńı odhad (pokud se zároveň zužuje k té správné hodnotě). Odhad pro
popis velikosti odchylky každého z bodových odhad̊u použijeme středńı kvadra-
tickou odchylku MSE. Z obrázku je patrné, že odhad na spodńım obrázku má
nižš́ı MSE.

Zat́ım jsme neprozradili, jak tyto odhady z naměřených dat źıskáme, ćılem
bylo jen ilustrovat, jaké vlastnosti od odhadu můžeme cht́ıt. Tento př́ıklad jsme
řešili/budete řešit na cvičeńıch, horńı obrázek popisuje odhad źıskaný metodou
moment̊u, spodńı metodou maximálńı věrohodnosti – viz daľśı kapitolky.

TODO: Porovnat dva odhady pro E(X): jedno měřeńı a pr̊uměr.

Věta 83. MSE(θ̂n) = bias(θ̂n)
2 + var(θ̂n)

D̊ukaz. Podle Věty 35 je var(θ̂n) = var(θ̂n−θ). To můžeme podle Věty 34 napsat
jako

E
(
(θ̂n − θ)2

)
−
(
E(θ̂n − θ)

)2
.

V předchoźım vzorci je prvńı člen MSE(θ̂n) a druhý bias(θ̂)2.
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Obrázek 2: Ilustrace bodového odhadu. Modrý histogram znázorňuje θ̂100, neboli
na výpočtu pomoćı vzorku n = 100 měřeńı. Oranžový histogram θ̂1000, neboli
n = 1000 měřeńı. Červená čára znázorňuje skutečnou hodnotu θ. Na spodńım
obrázku totéž pro jinou metodu odhadu. (Který odhad je lepš́ı?)
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Výběrový pr̊uměr a rozptyl Ukažme si nyńı několik konkrétńıch odhad̊u
a pod́ıvejme se na jejich vlastnosti. Pokud x je proměnná typu numpy.array,
můžeme použ́ıt k výpočtu př́ıkazy vpravo.

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi výběrový pr̊uměr x.mean()

S̄2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2 výběrový rozptyl x.var(ddof=0)

Ŝ2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)
2 výběrový rozptyl x.var(ddof=1)

Dvě varianty výběrového rozptylu jsou spojeny vztahem Ŝ2
n = n

n−1 S̄
2
n, zlo-

mek n
n−1 se nazývá Besselova korekce.

Pro ilustraci malý př́ıklad. Mějme X1, X2 náhodný výběr z uniformńıho
rozděleńı na množině {1, 2, 3}. Středńı hodnota, v tomto kontextu též zvaná
populačńı pr̊uměr je 1+2+3

3 = 2. V tabulce ńıže to odpov́ıdá pr̊uměru prvńıho
(a také druhého) sloupce.

Oproti tomu X̄2 je pr̊uměr naměřených hodnot. tj. X1+X2

2 , tzv. výběrový
pr̊uměr (pr̊uměr z náhodného výběru). Asi nepřekvaṕı, že pr̊uměrná hodnota
ve třet́ım slupci, neboli E(X̄2) je také 2, věta ńıže nám to ř́ıká obecně – X̄n je
nestranný odhad.

O něco záludněǰśı je odhad rozptylu. Známá definice rozptylu jako středńı
hodnoty (X −E(X))2 je v tabulce ukázána v posledńım sloupci, jeho pr̊uměr je
var(X1) = var(X2), tzv. populačńı rozptyl. Oproti tomu výběrový rozptyl sč́ıtá
odchylky jednotlivých měřeńı od výběrového pr̊uměru. (Protože n− 1 = 1, tak
tady je S̄2 opravdu jen součet.)

V tabulce každý řádek popisuje jedno z možných měřeńı: naměř́ıme-li hod-
noty x1 = 2, x2 = 3, odhadneme populačńı pr̊uměr výběrovým pr̊uměrem, tj.
hodnotou x̄ = 2.5 a populačńı rozptyl výběrovým rozptylem s̄2 = 0.5.
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X1 X2 X̄2 (X1 − X̄2)
2 (X2 − X̄2)

2 Ŝ2 (X1 − E(X1))
2

1 1 1 0 0 0 1

1 2 3
2

1
4

1
4

1
2 1

1 3 2 1 1 2 1

2 1 3
2

1
4

1
4

1
2 0

2 2 2 0 0 0 0

2 3 5
2

1
4

1
4

1
2 0

3 1 2 1 1 2 1

3 2 5
2

1
4

1
4

1
2 1

3 3 3 0 0 0 1

2 2 2 1
3

1
3

2
3

2
3

Věta 84. Mějme náhodný výběr z rozděleńı se středńı hodnotou µ a rozptylem
σ2, př́ıčemž µ i σ jsou reálná č́ısla (ne nekonečno). Pak

1. X̄n je konzistentńı nestranný odhad µ

2. S̄2
n je konzistentńı asymptoticky nestranný odhad σ2

3. Ŝ2
n je konzistentńı nestranný odhad σ2

D̊ukaz. 1. Zákon velkých č́ısel (Věta 79) nám dává konzistenci. Při jeho d̊ukazu
jsme spoč́ıtali středńı hodnotu X̄n, takže jsme zjistili, že odhad je konzistentńı.

2., 3. Důkaz konzistence vynecháme. Spočteme ale E(S̄2
n), abychom zjistili,

jestli máme sṕı̌se použ́ıvat S̄2
n nebo Ŝ2

n.
Označme V =

∑n
i=1(Xi − X̄n)

2 a upravujme

V =

n∑
i=1

(
X2

i − 2XiX̄n + X̄2
n

)
=

n∑
i=1

X2
i − 2X̄n

n∑
i=1

Xi + nX̄2
n

Zat́ım jsme jen použili vzorec pro druhou mocninu a přerovnali sumy. Nyńı si
uvědomı́me, že

∑n
i=1 Xi = nX̄n a źıskáme V =

∑n
i=1 X

2
i − nX̄2

n.
Použijeme Větu 34, tj. E(Y 2) = var(Y )+E(Y )2. Výpočet z Věty 79 nám dá

středńı hodnotu a rozptyl X̄. Takže

E(X2
i ) = σ2 + µ2 a také

E(X̄n) =
σ2

n
+ µ2
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Dohromady:

E(V ) = n(σ2 + µ2)− n
(σ2

n
+ µ2

)
= (n− 1)σ2.

Z toho snadno plyne E(Ŝ2
n) = σ2 (takže Ŝ2

n je nestranný odhad) a E(S̄2
n) =

n
n−1σ

2. Odhad S̄2
n tedy neńı nestranný, ale jen asymptoticky nestranný (pod́ıl

n
n−1 má limitu 1).

Z předchoźı věty to vypadá, že Ŝ2
n je jasně lepš́ı. Pro doplněńı poznamenejme,

že (např.) pro normálńı rozděleńı je MSE(S̄2
n) < MSE(Ŝ2

n). To lze spoč́ıst pomoćı
Věty 83 nebo nasimulovat na poč́ıtači:

12.1 Metoda moment̊u

Pod́ıvejme se nyńı na obecnou metodu, jak vytvořit bodové odhady pomoćı tak-
zvaných moment̊u. Připomeňme, že r-tý moment náhodné veličiny X je E(Xr)
a zaved’me následuj́ıćı značeńı:

• mr(θ) := E(Xr) pro X ∼ Fθ . . . r-tý (populačńı) moment
Tj. děláme pr̊uměr z celé populace.

• m̂r := 1
n

∑n
i=1 X

r
i . . . r-tý výběrový moment.

Tj. děláme pr̊uměr z náhodného výběru X1, . . . , Xn z Fθ.

Jinými slovy:m1(θ) popisuje závislost E(X) na parametru θ, kterým rozděleńı
popisujeme. Pro každé θ je to konstanta. Naopak m̂1 je náhodná veličina –
výběrový pr̊uměr. Jeho vlastnosti také záviśı na θ, ale to ted’ neńı d̊uležité.

Věta 85. m̂r je nestranný konzistentńı odhad pro mr(θ).

D̊ukaz. Stač́ı použ́ıt Větu 84 pro veličiny Xr
1 , . . . , X

r
n.

To motivuje následuj́ıćı postup:

Metoda moment̊u: Voĺıme takové θ, které řeš́ı soustavu rovnic

mr(θ) = m̂r r = 1, . . . , k.

(Typicky k bude počet reálných č́ısel, která tvoř́ı parametr θ.)
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Mohli bychom zde uvádět věty, popisuj́ıćı kdy tento postup vytvoř́ı konzis-
tentńı odhady (často) resp. nestranné (ne vždy). Ukažme si mı́sto toho př́ıklady
užit́ı:

Př́ıklad 86. Pokračujme v našem př́ıkladu s počtem levák̊u: Xi bude 1 pokud
je i-tý člověk levák, jinak 0. Takže X1, . . . , Xn je náhodný výběr z distribuce
Ber(θ), kde θ je (neznámý) pod́ıl levák̊u v populaci. Určete θ metodou moment̊u.

Máme m1(θ) = θ a m̂1 = X̄n. Odvodili jsme tedy nepřekvapivý závěr, že je

dobré zvolit jako náš bodový odhad statistiku θ̂n = X̄n.

Př́ıklad 87. Nyńı je X1, . . . , Xn je náhodný výběr z distribuce N(µ, σ2) (např́ıklad
budeme měřit výšku náhodně vybraných lid́ı). Zde je tedy parametr θ = (µ, σ).
Určete θ metodou moment̊u.

Tady je prvńı moment m1(θ) = µ. Dále druhý moment je

m2(θ) = E(X2) = var(X) + E(X)2 = σ2 + µ2.

Metoda moment̊u nám ř́ıká, že máme položit

µ = m1(θ) = m̂1 = X̄n

σ2 + µ2 = m2(θ) = m̂2 =
X2

1 + · · ·+X2
n

n

Řešeńım je tedy Θ̂n = (µ̂, σ̂), kde

µ̂ = X̄n

σ̂ =

√
X2

1 + · · ·+X2
n

n
− X̄2

n.

Po krátké úpravě (resp. pohledem na d̊ukaz Věty 84) zjist́ıme, že jsme dostali

odhad S̄n =
√
S̄2
n, tj. ”

ten nesprávný odhad s 1
n“.

12.2 Metoda maximálńı věrohodnosti (maximal likelihood,
ML)

Nyńı prozkoumejme daľśı metodu tvorby odhad̊u. Někdy nám obě metody daj́ı
stejný odhad, někdy jiný – pak si vybereme, který nám v́ıce vyhovuje, např́ıklad
srovnáńım velikosti MSE.

Uvažme opět náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z modelu s parametrem θ.
Bud’ x = (x1, . . . , xn) některý možný výsledek, tzv. realizace náhodného výběruX.
(To znamená, že pro nějaké ω ∈ Ω je xi = Xi(ω) pro i = 1, . . . , n.) Pokud se
jedná o diskréńı náhodné veličiny, tak xmá nějakou sdruženou pravděpodobnost

pX(x; θ) =

n∏
i=1

pXi(xi; θ).
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Parametr θ ṕı̌seme jako speciálńı argument oddělený středńıkem, abychom na-
značili, že jde o principiálně jiný vstup do pX než jsou naměřené hodnoty x. Vzo-
rec pro pX má tvar součinu, protožeX1, . . . ,Xn jsou nezávislé náhodné veličiny.)
Pokud zkoumáme spojité náhodné veličiny, tak x má přǐrazenu sdruženou hus-
totu

fX(x; θ) =

n∏
i=1

fXi(xi; θ).

Abychom mohli oba př́ıpady diskutovat najednou, definujeme věrohodnost (li-
kelihood) L(x; θ) jako pX(x; θ) nebo fX(x; θ), podle toho, jaký je typ náhodných
veličin.

Uvědomme si rozd́ıl oproti obvyklé situaci v prvńı část́ı přednášky: měli
jsme zadané θ a pro r̊uzná x jsme určovali hodnotu L(x; θ). Nyńı máme naopak
pevné x – je to ten soubor hodnot, které jsme naměřili. Považujeme tedy L(x; θ)
za funkci θ a hledáme vhodnou hodnotu θ.

Metoda MV (ML): voĺıme takové θ, pro které je L(x; θ) ma-
ximálńı.

Výpočetně je často jednodušš́ı mı́sto hledáńı maxima L(x; θ) hledat maxi-
mum logaritmické věrohodnosti ℓ(x; θ) = logL(x; θ) – a vzhledem k monotonii
logaritmu najdeme stejný výsledek.

Př́ıklad 88. Opět budeme poč́ıtat leváky: Xi bude 1 pokud je i-tý člověk levák,
jinak 0. Takže X1, . . . , Xn je náhodný výběr z distribuce Ber(θ), kde θ je (neznámý)
pod́ıl levák̊u v populaci. Určete θ metodou maximálńı věrohodnosti.

Předpokládejme, že ve vybraném vzorku bylo přesně k levák̊u, pro konkrétnost
x1 = · · · = xk = 1, xk+1 = · · · = xn = 0. Pořád předpokládáme, že každý člověk
má nezávisle na ostatńıch pravděpodobnost θ, že je levák. Pravděpodobnost
pozorovaného měřeńı je tedy

L(x; θ) = θk(1− θ)n−k neboli

ℓ(x; θ) = k log θ + (n− k) log(1− θ) a tedy

ℓ′(x; θ) =
k

θ
− n− k

1− θ

Chceme naj́ıt θ, pro které bude L(x; θ) maximálńı, což je totéž, jako že bude
ℓ(x; θ) maximálńı. Podle základ̊u analýzy je to bud’ na kraji intervalu (ale tam
je L nulové a ℓ nedefinované) nebo v bodě, kde je derivace podle θ nulová. Plat́ı
tedy k

θ = n−k
1−θ a odsud snadno θ = k/n. Neboli, dospěli jsme opět k bodovému

odhadu θ̂ = X̄n.
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Př́ıklad 89. Nyńı je X1, . . . , Xn je náhodný výběr z distribuce N(µ, σ2) (např́ıklad
budeme měřit výšku náhodně vybraných lid́ı). Zde je tedy parametr θ = (µ, σ).
Určete θ metodou maximálńı věrohodnosti.

Tady se jedná o spojité zobrazeńı, budeme tedy pracovat s hustotou f = fXi .

Plat́ı f(xi; θ) =
1

σ
√
2π

e−(xi−µ)2/(2σ2), takže

ℓ(xi; θ) = − (xi − µ)2

2σ2
− log σ − log

√
2π a tedy

ℓ(x; θ) = −
n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
− n log σ − n log

√
2π

V bodě kde funkce ℓ(x; θ) nabývá maxima jsou derivace podle µ i podle σ rovny
nule (definičńı obor je otevřená množina, neboli nemá žádné

”
krajńı hodnoty“).

Je tedy

∂

∂µ
ℓ(x; θ) =

n∑
i=1

2(xi − µ)

2σ2
= 0 a také

∂

∂σ
ℓ(x; θ) =

n∑
i=1

2(xi − µ)2

2σ3
− n

σ
= 0

Z prvńı rovnice dostaváme ihned µ̂ = X̄n. Z druhé pak σ̂2 = S̄n.

13 Intervalové odhady

Necht’ D ≤ H jsou dvě statistiky. Ř́ıkáme, že určuj́ı intervalový odhad, též
interval spolehlivosti, též konfidenčńı interval o spolehlivosti 1−α anglicky (1−
α)-confidence interval, zkráceně jen (1− α)-CI, pokud

P (D ≤ θ ≤ H) = 1− α.

Č́ıslo α se nazývá koeficient spolehlivosti. Někdy také uvažujeme jednostranné
intervalové odhady (př́ıpad D = −∞, resp. H = +∞). Můžeme také požadovat
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Obrázek 3: Ilustrace intervalových odhad̊u. Každý řádek odpov́ıdá jednomu sta-
tistickému šetřeńı, ve kterém jsme provedli několik měřeńı (zelené punt́ıky) a
odhadli středńı hodnotu pomoćı modrého intervalu. Ćılem je mı́t co nejpřesněǰśı
odhad (krátký interval), ale zároveň takový, aby většinou v předpovězeném in-
tervalu ležela na správná hodnota (znázorněná červenou čárou).

silněǰśı vlastnosti: P (θ > H) = P (θ < D) = α/2. Než pokroč́ıme dále, uvědomte
si, co je v uvedených výrazech náhodné! Přepokládáme, že θ je parametr –
jeho hodnota je nám sice neznámá, ale je to nějaká dobře definovaná vlastnost
reality (třeba skutečný počet levák̊u v ČR). Náhodnost je v hraničńıch bodech
intervalu: hodnoty D, H jsou náhodné veličiny. To, jaký interval řekneme jako
naši aproximaci reality záviśı na tom, jak dopadnou naše měřeńı – neboli na
realizaci náhodného výběru X1, . . . , Xn.

Hledaný interval budeme typicky uvažovat ve tvaru [x−δ, x+δ] (pro vhodně
určené x a δ). Tento interval pro zkráceńı zapisujeme jako x± δ.

Většina našich metod bude založena na následuj́ıćım př́ıstupu:
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• Máme nestranný bodový odhad θ̂ pro parametr θ

• θ̂ má normálńı rozděleńı

• Pak θ̂ ± zα/2 · se je (1− α)-CI, kde

zα/2 := Φ−1(1− α/2),

se := σ(θ̂),

Tady zα/2 je zkratka za Φ−1(1− α/2), neboli je to takové č́ıslo, aby platilo
P (Z ≤ zα/2) = 1− α/2.

Standardńı chyba (standard error) je definováná jako se = σ(θ̂), tj. je to

směrodatná odchylka (standard deviation) náhodné veličiny θ̂.

D̊ukaz. Proved’me standardizaci Z = stand(θ̂) = θ̂−θ
σ(θ̂)

. Z vlastnost́ı normálńıho

rozděleńı v́ıme, že Z ∼ N(0, 1), můžeme tedy pro jeho popis použ́ıt distribučńı
funkci Φ — nezávisle na hodnotě θ, se.

Z volby č́ısla zα/2 v́ıme, že P (Z ≤ zα/2) = 1 − α/2, ze symetrie také plat́ı
P (Z ≤ −zα/2) = α/2, tud́ıž

P (−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1− α.

Když dosad́ıme definici Z a ekvivalentně uprav́ıme nerovnici, zjist́ıme, že také

P (θ̂ − zα/2 · σ(θ̂) ≤ θ ≤ θ̂ + zα/2 · σ(θ̂)) = 1− α.

13.1 Intervalové odhady normálńı n.v. se známým rozpty-
lem

Normálńı veličiny N(θ, σ2) Máme náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ N(θ, σ2).
Přitom θ neznáme, ale σ ano. (Realistický př́ıklad je teploměr se známou chy-
bou měřeńı, kterým měř́ıme neznámou teplotu.) Z Věty 84 v́ıme, že X̄n je ne-
vychýlený odhad. Z kapitoly o normálńım rozděleńı v́ıme, že X̄n má normálńı
rozděleńı. Z d̊ukazu Věty 79 v́ıme, že se = σ(X̄) = σ/

√
n.

Závěr je, že X̄ ± zα/2 · σ√
n
je (1− α)-CI.

Jako konkrétńı př́ıklad: pokud naměř́ıme hodnoty TODO z0.025 = 1.96.
Naše prvńı statistická úloha bude vlastně cvičeńı na práci s normálńı veličinou.

Větu formulujeme obecně, ale jako realistický př́ıklad si můžeme představit fy-
zikálńı měřeńı – měř́ıme hmotnost opakovaným měřeńım na stejné váze, jej́ıž
chyba měřeńı má normálńı rozděleńı se směrodatnou odchylkou σ. Známe σ (je
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to vlastnost váhy), hledáme θ, neznámou hmotnost. Měřeńı, která provád́ıme,
tedy budou realizaćı náhodné veličiny s rozděleńım N(θ, σ2).

Věta 90 (Intervalové odhady normálńı náhodné veličiny). Necht’ X1, . . . , Xn

je náhodný výběr z N(θ, σ2). σ známe, θ chceme určit. Zvoĺıme α ∈ (0, 1). Necht’

Φ(zα/2) = 1−α/2. Označme Sn = (X1 + · · ·+Xn)/n (tzv. výběrový pr̊uměr) a

Cn := [Sn − zα/2 · σ/
√
n, Sn + zα/2 · σ/

√
n]

Pak P (Cn ∋ θ) = 1− α.

D̊ukaz. Označme Yn = Sn−θ
σ/

√
n
. Uvědomme si, že Yn ∼ N(0, 1): spočteme E(Yn) =

0 a var(Yn) = 1 (stejně jako v d̊ukazu Věty 79). Dále použijeme odolnost
normálńıho rozděleńı v̊uči součtu. Zbývá si uvědomit, že

P (θ > Sn + zα/2σ/
√
n) = P (Yn < −zα/2) = Φ(−zα/2) = α/2.

Libovolná veličina ze známým rozptylem σ2 Nyńı postouṕıme k obecněj-
š́ımu př́ıpadu: pokud máme dost sč́ıtanc̊u (abychom mohli použ́ıt centrálńı li-
mitńı větu), můžeme vytvoř́ıt intervalový odhad zcela stejně jako pro normálńı
veličinu – nebude to ale odhad s přesně požadovanou pravděpodobnost́ı chyby,
nýbrž tato pravděpodobnost bude mı́t jen požadovanou limitu.

Závěr je, že X̄ ± zα/2 · σ/
√
n je asymptoticky (1− α)-CI, neboli

lim
n→∞

P (X̄n − zα/2 · σ/
√
n ≤ θ ≤ X̄n + zα/2 · σ/

√
n) = 1− α.

Věta 91 (Intervalové odhady pomoćı CLV). Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný
výběr z nějakého rozděleńı se středńı hodnotou θ a rozptylem σ2. Opět σ známe,
θ chceme určit a zvoĺıme α ∈ (0, 1). Zvoĺıme zα/2, Sn a Cn jako v předchoźı
větě. Pak

lim
n→∞

P (Cn ∋ θ) = 1− α.

D̊ukaz. Označ́ıme Yn stejně jako v přechoźı větě a všimneme si, že CLV ř́ıká, že

Yn
d−→ N(0, 1). Proto plat́ı

P (θ > Sn + zα/2σ/
√
n) = P (Yn < −zα/2)

n→∞−−−−→ Φ(−zα/2) = α/2.

Dvouvýběrový test Zat́ım jsme se bavili o 1-výběrových testech (angl. 1-
sample test), tj. měli jsme jednu sadu dat. Často ale potřebujeme porovnat dvě
r̊uzné sady dat. Mějme nyńı X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı se středńı
hodnotou µX a rozptylem σ2

X , a Y1, . . . , Ym náhodný výběr z rozděleńı se středńı
hodnotou µY a rozptylem σ2

Y . TODO: realistický př́ıklad
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Chceme naj́ıt odhad pro θ = µX − µY . Je přirozené použ́ıt bodový odhad
θ̂ = X̄n − Ȳm, v́ıme už, že se jedná o nevychýlený odhad. Pokud jsou všechny
měřené hodnoty normálńı, tak je i θ̂ normálńı. I pokud nejsou, tak θ̂ bude
přibližně normálńı d́ıky centrálńı limitńı větě (Věta 81). Zbývá nám spoč́ıst
standardńı chybu. Protože X̄n ⊥ Ȳm (přepokládáme nezávislost všech měřeńı),
tak

var(θ̂) = var(X̄n) + var(Ȳm) =
σ2
X

n
+

σ2
Y

m

takže se =

√
var(θ̂) =

√
σ2
X/n+ σ2

Y /m.
Nyńı už v́ıme vše pro náš intervalový odhad o spolehlivosti 1− α:

X̄n − Ȳm ± zα/2 ·
√

σ2
X

n
+

σ2
Y

m

13.2 Intervalové odhady normálńı n.v. s neznámým roz-
ptylem

Odhad pravděpodobnosti Vrat’me se k př́ıkladu s odhadováńım počtu levák̊u.
Neboli: máme náhodný výběr X1, . . . , Xn ∼ Ber(p). V minulé kapitole jsme si
několika zp̊usoby nalezli odhad p̂ = X̄n a ukázali, že je nestranný. Abychom na-
lezli intervalový odhad, potřebujeme zjistit standardńı chybu, neboli směrodatnou
odchylku X̄n. Z vlastnost́ı Bernoulliho rozděleńı a vět o rozptylu v́ıme, že

se = σ(X̄n) =

√
p(1− p)

n
.

V tomto vzorci ovšem neznáme skutečnou hodnotu p. Použijeme tzv. plugin
estimate: odhadneme se pomoćı vzorce nahoře, kde mı́sto p dosad́ıme p̂, neboli
X̄n.

Jako přibližný (1− α)-CI použijeme interval

X̄ ± zα/2 · ŝe,

kde

ŝe :=

√
p̂(1− p̂)

n
=

√
X̄n(1− X̄n)

n
.

Normálńı veličiny s neznámým rozptylem – Student̊uv test Necht’

X1, . . . , Xn je náhodný výběr z N(µ, σ2). Chceme odhadnout µ stejným prin-
cipem jako dosud, tj. uvážit bodový odhad µ̂ = X̄n (nestranný a s normálńım
rozděleńım). Jeho směrodatná odchylka je σ(µ̂) = σ/

√
n, kde ale σ tentokrát

neznáme. Použijeme dř́ıve odvozený odhad

σ̂ = Ŝn =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

67



A odsud

ŝe = σ(µ̂) =
Ŝn√
n
.

Nyńı ale naraźıme na problém: po úpravě jako dř́ıve

Tn =
X̄ − µ

Ŝn/
√
n

nebude mı́t T normálńı rozděleńı – neděĺıme konstantou, ale náhodnou veličinou.
Dobrá zpráva je, že to tolik navad́ı. Podstatné na dř́ıvěǰśım postupu bylo, že
veličina Z měla stejné rozděleńı nezávisle na neznámém µ a (známém) σ. Nová
veličina T má opět rozděleńı nezávislé na neznámém µ a neznámém σ. Toto
rozděleńı už neńı normálńı, ř́ıká se mu Studentovo rozděleńı3, podrobněji Stu-
dentovo t-rozděleńı s n − 1 stupni volnosti. Hustota Studentova rozděleńı má
přiměřeně hezký vzorec, který ale nebudeme potřebovat, jen si všimneme toho,
že to je sudá funkce (pokud by bylo µ = 0 a my změnili znaménko u každé
Xi, dostali bychom bod se stejnou hustotou pravděpodobnosti d́ıky symetrii
normálńıho rozděleńı). Distribučńı funkce Studentova rozděleńı je označovaná
Ψn−1(x). Má hodnoty v tabulkách a zejména v knihovńıch funkćıch – pt(x,n−1)
v R, scipy . stats . t .cdf(x,n−1) v pythonu).

Všimněme si, že vzorec pro Z a T se lǐśı jen v tom, jestli že se mı́sto
skutečného σ naṕı̌se jeho konzistentńı odhad Ŝn. Odsud lze nahlédnout (detaily

vynecháváme), že Tn
d−→ Z, neboli pro každé x plat́ı limn→∞ Ψn−1(x) = Φ(x).

My nebudeme ale potřebovat ani tak Ψn−1, ale jej́ı inverzi (kvantilovou
funkci), viz tabulka ńıže (všimněte si extrémńıch hodnot v prvńı řádce: po-
kud máme dvě měřeńı, tak už můžeme o rozptylu něco usuzovat, ale očividně
dost nepřesně). Pomoćı Φ−1 jsme definovali zα/2, analogicky zavedeme zkratku

tα/2 := Ψ−1
n−1(1− α/2) (n známe z kontextu, ve značeńı se neuvád́ı).

θ̂ ± tα/2 · ŝe je (1− α)-CI, kde

tα/2 := Ψ−1
n−1(1− α/2),

ŝe := Ŝn/
√
n,

3pojmenované podle Williama Gosseta, statistika a hlavńıho experimentálńıho sládka v
pivovaru Guinness, kterému jeho zaměstnavatel nechtěl dovolit publikovat vědecké práce pod
pravým jménem
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p 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995

Ψ−1
1 (p) 3.08 6.31 12.71 31.82 63.66

Ψ−1
2 (p) 1.89 2.92 4.3 6.96 9.92

Ψ−1
4 (p) 1.53 2.13 2.78 3.75 4.6

Ψ−1
8 (p) 1.4 1.86 2.31 2.9 3.36

Ψ−1
30 (p) 1.31 1.7 2.04 2.46 2.75

Φ−1(p) 1.28 1.64 1.96 2.33 2.58

−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

x

N(0,1)
Student t_1
Student t_5
Student t_20

Věta 92. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z N(µ, σ2). Parametr θ = (µ, σ)
neznáme, chceme ale určit jen µ. Opět máme α ∈ (0, 1). Necht’ Ψn−1(tα/2) =
1− α/2. Pak

X̄n ± tα/2
Ŝn√
n

je (1− α)-CI pro µ.

D̊ukaz. Podobně jako předchoźı intervalové odhady: uvědomı́me si, že pro δ =

tα/2
Ŝn√
n
.

X̄n − δ < µ < X̄n + δ je totéž jako

−δ < X̄n − µ < δ neboli

−tα/2 <
X̄n − µ

Ŝn/
√
n

< tα/2
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Nyńı zbývá použ́ıt definice tα/2 a symetrie, d́ıky ńıž je Ψn−1(−tα/2) = α/2.

14 Testováńı hypotéz

V této kapitole si ukážeme základy statistického testováńı hypotéz, které tvoř́ı
základ velké části dnešńı vědy. Jako úvodńı ilustraci si uved’me tři př́ıklady.

Př́ıklad 93. Rozhodněte, zda se (v dané zemi) rod́ı stejně chlapc̊u a d́ıvek.

Napřed si ujasněme, co znamená otázka: pokud máme př́ıstup ke všem in-
formaćım o narozeńıch, tak můžeme daný počet přesně spoč́ıtat. Ale je nutné
předpokládat, že počty budou v pr̊uběhu času náhodně koĺısat – naš́ım úkolem
je poznat, jestli naměřená data jsou vysvětlitelná náhodným koĺısáńım, nebo
zda se det́ı nějakého pohlav́ı rod́ı v́ıc.

Tuto úlohu řešil v roce 1710 skotský polyhistor John Arbuthnot. Jeho postup
bychom dnes nazvali znaménkový test. Pokud se v jednom roce narod́ı v́ıce
chapc̊u, naṕı̌seme si +, pokud v́ıce d́ıvek, zaṕı̌seme −. Pokud je počet stejný,
zaṕı̌seme 0 (a daný rok nebudeme poč́ıtat). Johnu Arbuthnotovi vyšlo 82 plus̊u z
82 dvou zkoumaných let, usoudil tedy, že se chlapc̊u rod́ı v́ıce.4 Takový výsledek
bychom náhodou (tj. za předpokladu, že se chlapc̊u a d́ıvek rod́ı stejně) dostali
s pravděpodobnost́ı cca 1/282, tedy skoro nulovou. (K zamyšleńı: kdyby poměr
byl v́ıce vyvážený, třeba 50 plus̊u a 32 minus̊u, jak byste rozhodli? Jak určit
správnou hraniici?)

Př́ıklad 94. TODO: pit́ı čaje

Př́ıklad 95. Z tiśıce hod̊u korunou nám padl orel 472-krát. Máme minci (nebo
toho, kdo s ńı háźı) podeźırat z podjatosti?

Jako rozumné vypadá stanovit nějakou hranici x a pokud bude O, počet orl̊u,
menš́ı než x, tak zahlásit, že je mince falešná. (Nebo možná budeme protestovat
i pokud bude O > 1000− x – zálež́ı na úhlu pohledu.) Výběr x nám umožňuje
balancovat mezi dvěma možnými chybami: pokud zvoĺıme x př́ılǐs malé, tak
poznáme jen hodně falešné mince. Pokud naopak bude x moc bĺızko k 500,
tak budeme varovat před falešnou minćı bezd̊uvodně, při každé

”
náhodné osci-

laci“. Obvyklý př́ıstup k tomuto dilamatu je ten, že napřed stanov́ıme tzv. hla-
dinu spolehlivosti/významnosti α a pak x vybereme tak, aby chybné zamı́tnut́ı
(tj. chybné varováńı před falešnou minćı) mělo pravděpodobnost rovnou (nebo
bĺızkou) α. Volba α záviśı na oboru TODO.

Daľśı možné otázky, které můžeme pomoćı statistického testovńı hypotéz
zkoumat: Má vylepšený program kratš́ı dobu běhu než p̊uvodńı? Je léčba nemoci
metodou X dobrá? (Lepš́ı než placebo, lepš́ı než metoda Y, . . . ) Jsou leváci lepš́ı
boxeři než praváci?

Jak k takovým otázkám obecně přistupovat? Poṕı̌seme si metodu prosazo-
vanou statistikem R.A. Fisherem.

4Poměr je typicky kolem 1.05 chlapc̊u na jednu d́ıvku, ale záviśı na mnoha okolnostech.
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• Uváž́ıme dvě hypotézy: H0, H1

• H0, tzv. nulová hypotéza (null hypothesis), znač́ı defaultńı, konzervativńı
model (lék nefunguje, mince je spravedlivá)

• H1, tzv. alternativńı hypotéza (alternative hypothesis) – znač́ı alternativńı
model

”
zaj́ımavost“

• výstup našeho testováńı je, že bud’ nulovou hypotézu H0 zamı́tneme (data
nás

”
donut́ı“ myslet si, že náš popis světa neńı správný), nebo nezamı́tneme

(tj. pozorovaná data jsou s nulovou hypotézou v souladu).

Protože všechna naše pozorováńı jsou výsledek náhodného procesu, nemůžeme
nic tvrdit s jistotou. Můžeme se tedy dopustit dvou typ̊u chyb:

• Chyba 1. druhu: chybné zamı́tnut́ı. Zamı́tneme H0, i když plat́ı. ”
Trapas.“

• Chyba 2. druhu: chybné přijet́ı. Nezamı́tneme H0, ale ona neplat́ı.
”
Pro-

marněná př́ıležitost.“

Postupujeme tedy takto:

• Vybereme vhodný statistický model.

• Voĺıme hladinu významnosti (significance level) α. Test budeme konstruo-
vat tak, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu, tj. chybného zamı́tnut́ı H0,
byla α. Typicky α = 0.05.

• Urč́ıme testovou statistiku T = h(X1, . . . , Xn), kterou budeme určovat z
naměřených dat.

• Urč́ıme kritický obor (rejection region) – množinu W .

• Naměř́ıme hodnoty x1, . . . , xn, realizace náh. veličin X1, . . . , Xn – až ted’,
po určeńı všech detail̊u testu. Jinak bychom byli v pokušeńı vybrat z
několika možných test̊u ten, který nám dává správné výsledky.

• Rozhodovaćı pravidlo: zamı́tneme H0 pokud t = h(x1, . . . , xn) ∈ W .

• Je tedy α = P (h(X) ∈ W ;H0).

• Dále označ́ıme β = P (h(X) /∈ W ;H1) pravděpodobnost chyby 2. druhu.
Hodnotu 1− β označujeme jako śılu testu.

Výše uvedený postup dává jen dva výstupy: ano/ne. Můžeme ale cht́ıt z
naměřených dat zjistit něco v́ıce. Často použ́ıvaný postup je výpočet tzv. p-
hodnoty: minimálńı α, pro které bychomH0 zamı́tli. Jinak řečeno, je to pravděpodobnost,
že naměř́ıme data, která jsou alespoň

”
tak špatná“ jako ta, co vid́ıme.

Všimněte si, že neṕı̌seme P (h(X) ∈ W |H0). Středńık v zápise má naznačit,
že poč́ıtáme pravděpodobnost ve světě, kde plat́ı hypotéza H0. Protože ale to,
v jakém žijeme světě (a jaké hypotézy ho popisuj́ı) nepovažujeme za náhodný
jev, nemůžeme zde použ́ıt značeńı podmı́něné pravděpodobnosti. Toto se změńı
v tzv. Bayesovské statistice, ke které se ale tento semestr nedostaneme.
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Př́ıklad 96. Nalili nám správnou mı́ru? Nebo přesněji: je středńı hodnota ta-
ková, jaká je v nápojovém ĺıstku?

• X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(θ, σ2)

• Předpokládejme, že σ2 známe ze zkušenosti.

• H0 : θ = µ (např. µ = 0.5 ℓ) H1 : θ ̸= µ

Postup: voĺıme statistiku Z = X̄n−µ
σ/

√
n
. Vı́me, že Z ∼ N(0, 1), pokud plat́ı H0.

Proto pokud zvoĺıme W = {x : |x| > zα/2}, kde opět zα/2 = Φ−1(1 − α/2),
tak bude pravděpodobnost chyby 1. druhu přesně α. (Pravděpodobnost chyby
2. druhu, a tedy śıla testu, záviśı na tom, jak je θ bĺızké k µ.)

Toto je př́ıklad tzv. jednovýběrového testu (one-sample test) – vyb́ıráme z
jedné populace, testujeme jej́ı parametr. Koncepčně jiný je tzv. dvouvýběrový
test (two-sample test), kde vyb́ıráme ze dvou populaćı a testujeme, zda se jejich
statistické vlastnosti lǐśı.

Př́ıklad 97. Nalili nám stejně jako kamarádovi? Nebo přesněji: je středńı hod-
nota stejná pro nás oba?

• X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(θX , σ2)

• Y1, . . . , Ym náhodný výběr z N(θY , σ
2)

• Předpokládejme stále, že σ2 známe.

• H0 : θX = θY H1 : θX ̸= θY

Označme S = X̄n− Ȳm. Opět jistě plat́ı E(S) = 0, pokud plat́ı H0. Spočteme
nyńı rozptyl:

var(S) = var(X̄n) + var(Ȳm) = σ2/n+ σ2/m.

Označ́ıme tedy

Z =
X̄n − Ȳm

σ
√

1
n + 1

m

.

Podle předchoźıho výpočtu je Z ∼ N(0, 1). Můžeme tedy volit W stejně jako v
předchoźım př́ıpadu.

Test, který jsme vytvořili, se nazývá Z-test.
Co si poč́ıt s nešt’astným předpokladem znalosti rozptylu? Použijeme výběrový

rozptyl, neboli bodový odhad rozptylu z naměřených data. V př́ıpadě jednovýběrového
testu tedy označ́ıme Ŝ2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄n)

2 a

T =
X̄n − µ

Ŝn/
√
n
.

Pokud je totiž Ŝ2
n odhad rozptylu jednotivých veličin, tak jejich pr̊uměr má roz-

ptyl n-krát menš́ı, proto ve jmenovateli vystupuje Ŝn/
√
n. Jak už jsme si ř́ıkali
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u intervalových odhad̊u, rozděleńı veličiny T je známé, je to tzv. Studentovo
t-rozděleńı. Zejména jeho parametry nezáviśı na µ ani na σ. Uprav́ıme tedy
kritický obor na

W = {x : |x| > tα/2}, kde tα/2 = Ψ−1
n−1(1− α/2).

TODO: Co v př́ıpadě dvouvýběrového testu?
Upravený test, se nazývá T-test (a použ́ıvá se častěji než Z-test, protože

předpoklad znalosti σ2 je trochu umělý). Historicky se tyto testy použ́ıvaly s ta-
bukami funkćı Φ a Ψn−1. Dnes mı́sto tabulek obvykle použijeme knihovńı funkce
ve vhodném softwaru, nebo sṕı̌s rovnou funkci, které předhod́ıme vstupńı data
a ona spoč́ıtá, zda hypotézu zamı́tnout, resp. jaká je p-hodnota. V Pythonu tak
použijeme scipy.stats.ttest 1samp() nebo scipy.stats.ttest ind(), v Rku t.test().

TODO párové testy!
TODO: Ilustrace s č́ısly na computeru

• X1, . . . , Xn1 náhodný výběr z Ber(θX)

• Y1, . . . , Yn2
náhodný výběr z Ber(θY )

• H0 : θX = θY H1 : θX ̸= θY

TODO

p-hacking Lákavý postup je naměřit nějaká data, hledat v nich zaj́ımavosti,
a ty pak považovat za prokázanou pravdu. Je ale třeba si uvědomit, že když
máme dost dat, tak tam nějaké zaj́ımavosti budou

”
shodou okolnost́ı“ (něco

jako Ramseyova věta v diskrétńı matematice) – viz obrázek o pavoućıch v úvodu
statistické kapitoly.

Ještě h̊uře: můžeme být v pokušeńı test opakovat, dokud neobjev́ıme žádaný
výsledek. Je ale třeba si uvědomit, že to je ekvivalent toho, když hrajeme

”
Člověče, nezlob se“ a když nám nepadne šestka, tak se dožadujeme opako-
vaného hodu.

Správný př́ıstup je usilovat o reprodukovatelnost – po exploračńı analýze dat
uděláme nezávislý sběr dat a ten analyzujeme konfirmačně. Př́ıpadně dopředu
náhodně rozděĺıme data na část pro tvorbu hypotéz a část pro jejich potvrzeńı . . .
jednoduchý př́ıpad kř́ıžové validace (cross validation). Z pohledu celé vědecké ko-
munity jsou kontrolou reprodukovatelnosti tzv. metaanalýzy — přehled r̊uzných
pozorováńı téhož experimentu a souhrn toho, co kolikrát vyšlo.

14.1 Testy dobré shody

Zat́ım jsme se převážně bavili o měřeńı numerických dat – takových, kde dává
smysl z naměřených hodnot poč́ıtat pr̊uměr. Nyńı se pod́ıváme na kategoriálńı,
taková, kde př́ıpadné přirazeńı č́ısel jednotlivým variantám má jen smysl po-
mocného kódováńı: barva oč́ı, politická preference, mı́sto narozeńı. Pak jediné,
co můžeme zkoumat, je počet opakováńı jednotlivých hodnot. Připomeňme si
definici multinomického rozděleńı.
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Definice 98. Dána p1, . . . , pk ≥ 0 tak, že p1 + p2 + · · · + pk = 1. n-krát zo-
pakuji pokus, kde m̊uže nastat jedna z k možnost́ı, i-tá má pravděpodobnost pi.
Xi := kolikát nastala i-tá možnost (X1, . . . , Xk) má multinomické rozděleńı s
parametry n, (p1, . . . , pk).

• triviálńı př́ıpad: Xi = počet hod̊u kostkou, kdy padlo i

• d̊uležitý př́ıpad:Xi = počet výskyt̊u i-tého ṕısmene, i-tého slovńıho druhu,
. . .

• P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) =
(

n
x1,...,xk

)
px1
1 . . . pxk

k (∗)

Budeme ted’ uvažovat situaci, kdy jsou jednotlivé pravděpodobnosti neznámý
parametr, budeme je tedy označovat θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ (množina Θ tedy ob-
sahuje všechny k-tice nezáporných č́ısel se součtem 1). Vybereme si obĺıbenou
hodnotu θ∗ ∈ Θ a budeme testovat nulovou hypotézu H0 : θ = θ∗. Tak jako
v předchoźı kapitole bude naš́ım ćılem stanovit pravidlo, která naměřená data
jsou

”
př́ılǐs extrémńı“ na to, abychom věřili, že pocházej́ı z multinomického

rozděleńı s parametry n, θ∗. I tady to uděláme tak, že vybereme vhodnou sta-
tistiku T = T (X1, . . . , Xn) a zamı́tneme pokud bude T př́ılǐs velká, tedy bude
W = (γ,∞) pro vhodnou hodnotu γ.

Oproti hodu minćı v minulé kapitole, tady neńı v̊ubec jasné, jakou T zvo-
lit, neboli jak měřit, že hody kostkou neodpov́ıdaj́ı modelu: asi bychom byli
nejraději, kdyby Xi = θ∗i n – ale co když to neplat́ı, jak máme odchylky jednot-
livých měřeńı kombinovat?

Obecný postup (který se hod́ı nejen u test̊u dobré shody) je tzv. test pod́ılem
věrohodnost́ı (likelihood-ratio test). Vycháźıme z pojmu věrohodnosti, který
jsme už potkali v kapitole o bodových odhadech. Až budeme mı́t naměřená
data x = (x1, . . . , xk), tak každému parametru θ ∈ Θ přirad́ıme věrohodnost
L(x; θ). Připomeňme, že takhle jsme metodou maximálńı věrohodnosti hledali

takové θ̂, pro které je L(x; θ̂) maximálńı. Pokud θ̂ ̸= θ∗, tak je věrohodnost θ∗

menš́ı — pokud bude menš́ı o hodně, tak bychom asi rádi zamı́tli nulovou hy-
potézu. Budeme tedy posuzovat pod́ıl L(x; θ̂)/L(x; θ∗). Z technických d̊uvod̊u
formulku ještě uprav́ıme:

G = 2 log
L(x; θ̂)

L(x; θ∗)
.

Pod́ıvejme se nyńı, kam nás tato metoda zavede pro multinomické rozděleńı.
Podle vzorce (∗) je L(x; θ) =

∏k
i=1 θ

xi
i . Pro nalezeńı nejvěrohodněǰśıho pa-

rametru θ̂ můžeme použ́ıt postup z matematické analýzy – metodu Lagran-
geových multiplikátor̊u pro nalezeńı vázaných extrémů. TODO Touto metodou
bychom došli k očekávanému výsledku θ̂ = x/n. Explicitně, pro každé i je nejv́ıc

věrohodná pravděpodobnost i-tého výsledku θ̂i = xi/n, neboli se jedná o
”
na-

samplovanou pravděpodobnost“ źıskanou naš́ım měřeńım. (Vsimněte si, že to
souhlaśı s výpočtem pro k = 2 (házeńı minćı) v kapitole TODO.)
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Po dosazeńı źıskáváme

G = 2 log

k∏
i=1

(xi/n)
xi

(θ∗i )
xi

= 2

k∑
i=1

xi log
xi

nθ∗i

To ještě pro přehlednost přeznač́ıme – označ́ıme Ei očekávanou (expected) hod-
notu Xi a Oi pozorovanou (observed) hodnotu. Je tedy Ei = nθ∗i a Oi = xi. V
tomto značeńı máme

G = 2
k∑

i=1

Oi log
Oi

Ei
.

Tento výraz se dá aproximovat použit́ım Taylorova polynomu a dostaneme

G
.
= χ2 =

k∑
i=1

(Ei −Oi)
2

Ei
.

Ted’ máme hned dvě statistiky, které nějakým zp̊usobemměř́ı odklon naměřených
dat od ideálńıho stavu Ei = Oi (v něm bude G = χ2 = 0) až po extrémńı př́ıpad,
kdy všechny pokusy dopadly stejným výsledkem.

Zbývá posledńı krok: stanovit kritický obor, ve kterém budeme nulovou hy-
potézu zamı́tat. Tak jako v jiných př́ıpadech testováńı hypotéz muśıme vyvážit
pravděpodobnost chyby I. a II. druhu. Zvoĺıme tedy α a hledáme takové γ, aby
P (T > γ;H0) = α (pro T = G nebo T = χ2). Jak to udělat? Máme tři možnosti:

• pro malá n můžeme proj́ıt postupně všech kn možných výstup̊u n pokus̊u
(nebo o něco efektivněji, všech

(
n+k−1

n

)
možných výsledk̊u multinomického

rozděleńı). Pro každý z nich vyhodnot́ıme statistiku T a pak vybereme ta-
kovou hodnotu γ, aby T > γ jen ve 100α procentech př́ıpad̊u. Zde budeme
znát pravděpodobnost chyby prvńıho druhu přesně, proto se tomuto po-
stupu ř́ıká přesný, nebo též exaktńı test. Je ale poněkud nepraktický.

• pokud je n větš́ı, můžeme postup podle předchoźıho bodu simulovat po-
moćı dostatečně velkého počtu náhodných vzork̊u. Pro př́ıpad s kostkou:
hod́ıme tiśıckrát n ideálńımi kostkami, pokaždé změř́ıme hodnotu T . Jako
γ pak zvoĺıme 51. nejhorš́ı naměřenou hodnotu.

• konečně pro velké n a statistiku χ2 můžeme použ́ıt aproximaci pomoćı
tzv. χ2-rozděleńı s k− 1 stupni volnosti. Jde o rozděleńı náhodné veličiny
Q = Z2

1 + · · · + Z2
k−1, kde Z1, . . . , Zk−1 jsou n.n.v. s rozděleńım N(0, 1).

Dá se ukázat, že pro velká n je rozděleńı (diskrétńı n.v.) statistiky χ2

(za platnosti hypotézy H0) bĺızké rozděleńı (spojité n.v.) Q. Budeme tedy
volit γ = F−1

Q (1− α) a pak bude platit P (Q > γ)
.
= α.
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Př́ıklad 99. Háźıme opakovaně kostkou. Jednotlivá č́ısla padla s četnost́ı 92,
120, 88, 98, 95, 107. Je kostka spravedlivá?

Máme tedy n = 600, x = (92, 120, 88, 98, 95, 107). Testujeme nulovou hy-
potézu H0 : θ = θ∗ = (1/6, . . . , 1/6). Nejvěrohodněǰśı parametr je

θ̂ = (92/600, 120/600, 88/600, . . . ).

Nicméně možná je θ∗ také dost věrohodné? Dosad́ıme do vzorce

χ2 =
(92− 100)2

100
+

(120− 100)2

100
+

(88− 100)2

100
+

(98− 100)2

100

+
(95− 100)2

100
+

(107− 100)2

100
= 6.86

Ke zjǐstěńı, zda 6.86 je př́ılǐs velká použijeme aproximaci pomoćı χ2 rozděleńı s
pěti stupni volnosti. Pomoćı knihovńı funkce qchisq(0.95,5) źıskáme γ

.
= 11.1.

Takže výsledek našeho házeńı kostkou rozhodně neumožňuje nulovou hypotézu
zamı́tnout. Můžeme i spoč́ıtat p-hodnotu pomoćı 1−pchisq(6.86,5) źıskáme
přibližně 0.23 – takže cca 23 procent hod̊u kostkou je ještě v́ıc nevyvážených,
než ten, který analyzujeme.

Daľśı rozš́ı̌reńı

• Pro zkoumáńı rozděleńı libovolné n.v. Y můžeme vybrat
”
přihrádky“ B1, . . . , Bk

(rozklad R) a zkoumat, kolikrát je Y ∈ Bi

• Obdobný test pro nezávislost (diskrétńıch) náhodných veličin

15 Lineárńı regrese

TODO
TODO regrese jako testováńı hypotéz

16 Neparametrická statistika

16.1 Empirická distribučńı funkce

Zat́ım jsme převážně mluvili o tzv. parametrické statistice – uvažovali jsme mo-
dely popsané pomoćı parametr̊u, typicky jich nebylo mnoho (např́ıklad středńı
hodnota a rozptyl). To mnoho věćı zjednodušuje (mj. nám pak stač́ı méně dat) –
ale nepomůže nám to v situaci, kdy zkoumaná situace takový jednoduchy model
nemá.

Pokud tedy nemůžeme hledat parametry, co nám zbývá? Každá náhodná
veličina, resp. jej́ı distribuce, je přesně popsaná pomoćı distribučńı funkce. Můžeme
se tedy pokusit tuto distribučńı funkci aproximovat.
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Definice 100. Necht’ X1, . . . , Xn ∼ F je náhodný výběr. Empirická distribučńı
funkce (empirical CDF) je definována

F̂n(x) =

∑n
i=1 I(Xi ≤ x)

n
,

kde I(Xi ≤ x) = 1 pokud Xi ≤ x a 0 jinak.
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Věta 101 (Vlastnosti ecdf). Pro pevné x plat́ı

• E(F̂n(x)) = F (x)

• var(F̂n(x)) =
F (x)(1−F (x))

n

• F̂n(x) konverguje k F (x) v pravděpodobnosti, ṕı̌seme F̂n(x)
P−→ F (x).

D̊ukaz. Slabý zákon velkých č́ısel.

Poznámky:

• plat́ı i silněǰśı Glivenko–Cantelliho věta, která ř́ıká, že konvergence k nule
plat́ı

”
pro všechna x najednou“:

lim
n→∞

sup
x∈R

|F (x)− F̂n(x)| = 0 skoro jistě.

• ještě silněǰśı je následuj́ıćı věta, která dává i efektivńı odhad pro rychlost
konvergence.

Věta 102 (Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz). Necht’ X1, . . . , Xn ∼ F jsou n.n.v.,

F̂n jejich empirická distribučńı funkce. Necht’ E(Xi) je konečná pro každé i =

1, . . . , n. Zvolme α ∈ (0, 1) a označme ε =
√

1
2n log 2

α . Pak plat́ı

P (F̂n(x)− ε ≤ F (x) ≤ F̂n(x) + ε) ≥ 1− α.
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TODO: d̊usledek: KS test (Kolmogorov Smirnov)

(Obrázek vytvořil wiki-editor Sivaji12331, α = 0.05.)
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16.2 Permutačńı test

• Máme k dispozici dvě sady nezávislých náhodných veličin (náhodné výběry):

• X1, . . . , Xn ∼ FX a Y1, . . . , Ym ∼ FY

• Chceme rozhodnout, zda plat́ı H0 : FX = FY nebo H1 : FX ̸= FY

• Př́ıklady: doba běhu programu před/po vylepšeńı, hladina cholesterolu u
lid́ı co jed́ı/nejed́ı Zázračnou SuperpotravuTM, frekvenci krátkých slov v
textu autora X a Y.

• Nev́ıme nic o vlastnostech FX , FY (zejména nečekáme, že je normálńı)

Postup:

• Zvoĺıme vhodnou statistiku, např.

T (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym) = |X̄n − Ȳm|

• tobs := T (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym)

• Za předpokladu H0 jsou ”
všechny permutace stejné“: Xi i Yj se generovaly

ze stejného rozděleńı.

• Náhodně zpermutujeme zadaných m + n č́ısel a pro každou permutaci
výč́ısĺıme T – dostaneme T1, T2, . . . , T(m+n)!.
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• Jako p-hodnotu vezmeme pravděpodobnost, že T > tobs, neboli

p =
1

(m+ n)!

∑
j

I(Tj > tobs).

• To je pravděpodobnost chyby 1. druhu, neboli H0 zamı́tneme, pokud je
p < α (pro naši zvolenou hodnotu α, např. α = 0.05).

Vylepšeńı

• Zkoušet všechny permutace může trvat moc dlouho. Vezmeme tedy jen
vhodný počet B nezávisle náhodně vygenerovaných permutaćı a spoč́ıtáme
jenom B hodnot T1, . . . , TB .

• Jako p-hodnotu vezmeme odhad pravděpodobnost, že T > tobs, neboli

1

B

B∑
j=1

I(Tj > tobs).

• Pro dostatečně velké m, n dává podobné výsledky jako testy založené na
CLV, vhodné je tedy zejména pro středně velké počty.

17 Generováńı n.v.

Základńı metodou je tzv. inverzńı samplováńı (inverse sampling), neboli použit́ı
Věty 61. (Jméno je odvozeno z toho, že pro spojité n.v. je kvantilová funkce
inverźı funkce distribučńı.)

Neńı těžké si rozmyslet, že metoda funguje i pro diskrétńı n.v. a dělá přesně
to, co by člověk čekal: pokud požadovaná n.v. nabývá hodnoty x1, x2, . . . s
pravděpodobnostmi p1, p2, . . . , tak rozděĺıme interval [0, 1] na intervaly délek
p1, p2, . . . a pokud U , tj. uniformńı n.v., padne do i-tého intervalu, tak vygene-
rujeme hodnotu xi.

Často se ale stane, že neumı́me dobře spoč́ıtat kvantilovou funkci náhodné
veličiny, ale hustotu umı́me. Pro tyto př́ıpady je vhodná metoda zvaná zamı́taćı
samplováńı (rejection sampling). Je založená na tom, že chceme generovat n.v.
X za pomoci n.v. Y , kterou generovat umı́me. Přitom X a Y maj́ı podobné
rozděleńı, v tom smyslu, že pro nějakou konstantu c > 0 plat́ı pro všechna
reálná t nerovnost fX(t) ≤ cfY (t).

K pochopeńı metody se hod́ı si připomenout úvodńı pohled na hustotu
n.v.: pokud B = (B1, B2) je náhodný bod pod grafem funkce fX , tak B1,
prvńı souřadnice bodu B, má rozděleńı X. Pokud zafixujeme hodnotu prvńı
souřadnice B1 = x, tak plat́ı 0 ≤ B2 ≤ fX(x) (protože B je pod křivkou fX),
nav́ıc je B2 v tomto rozsahu uniformně rozdělený.

1. Vygenerujeme y, u coby realizace n.v. Y s hustotou fY , a U ∼ U(0, 1).

79



2. Pokud u ≤ fX(y)
cfY (y) , tak X := y.

3. Jinak hodnotu Y , U zamı́tneme a opakujeme od bodu 1.

Vysvětleńı: pro dané y je cufY (y) rovnoměrně rozděleno na [0, cfY (y)]. Po-
kud je tato hodnota menš́ı než fX(y), tak dvojice (y, cufY (y)) je náhodný bod
pod grafem fX , a tedy ji můžeme použ́ıt k vygenerováńı n.v. X. Pokud je
cufY (y) > fX(y), muśıme y i u zahodit a zač́ıt znovu.

Někdy se též použ́ıvaj́ı speciálńı úpravy pro jednotlivé druhy náhodných
veličin: tzv. rozděleńı gamma je součtem několika nezávislých exponenciálńıch
rozděleńı. Můžeme ho tedy tak i generovat. Normálńı rozděleńı je vhodné genero-
vat po dvou v polárńıch souřadnićıch, atd. To však uvád́ıme jen pro zaj́ımavost,
k podrobněǰśımu zkoumáńı to necháme specialist̊um.

18 Seznam značeńı

• {X = x} = {ω ∈ Ω : X(ω) = x}

• pX(x) = P (X = x) = P ({X = x}) – pravděpodobnostńı funkce X

• pX,Y (x, y) = P (X = x&Y = y) – sdružená pravděpodobnostńı funkce
X,Y

• pX|Y (x|y) = P (X = x | Y = y) – podmı́něná pravděpodobnostńı funkce
X

• FX(x) = P (X ≤ x) = P ({X ≤ x}) – distribučńı funkce X

• FX,Y (x, y) = P (X ≤ x&Y ≤ y) – sdružená distribučńı funkce X,Y

• fX(x) – hustota X

• fX,Y (x, y) – sdružená hustota X,Y

• fX|Y (x|y) = fX,Y (x, y)/fY (y) – podmı́něná hustota X,Y

• (a, b), [a, b] – otevřený, uzavřený interval

• ⟨a, b⟩ – skalárńı součin

19 Prerekvizity

Aneb co použ́ıváme z jiných část́ı matematiky (zat́ım jen heslovitě).

•
∑n

k=0 q
k = 1−qn+1

1−q

•
∑∞

k=0 q
k = 1

1−q

•
∑n

k=0

(
n
k

)
xkyn−k = (x+ y)n

80



•
∑t

k=0

(
m
k

)(
n

t−k

)
=

(
m+n

t

)
• Definice

∫ b

a
f

• Pokud f : [a, b] → [0,∞) je funkce, tak
∫ b

a
f(x)dx je obsah plochy omezené

grafem funkce f na intervalu [a, b]. (Pokud tedy ten integrál existuje.)

TODO: obrázek

• vztah integrálu a derivace

20 Bonusy

Nepřednášelo se, nemuśıte umět. Ale třeba to někoho zaujme.

Spojitost pravděpodobnosti

Věta 103. Necht’ pro množiny z prostoru jev̊u plat́ı

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · ·

a A = ∪∞
i=1Ai. Pak plat́ı

P (A) = lim
i→∞

P (Ai).

• An ⊂ {P,O}N, An = mezi prvńımi n hody padl aspoň jednou orel.

Borel–Cantelliho lemma

Věta 104. Necht’ jevy A1, A2, . . . splňuj́ı P (Ai) = pi > 0 pro každé i. Označme
Nic jev

”
nenastal žádný z jev̊u {Ai}“ a Inf jev

”
nastalo nekonečně mnoho z jev̊u

{Ai}“.

1. Pokud
∑

i pi < ∞, tak P (Inf) = 0.

2. Pokud jsou jevy A1, A2, . . . nezávislé a∑
i pi = ∞, tak P (Nic) = 0, P (Inf) = 1.
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