PRAVDEPODOBNOSTNI METODA
ZS 2008/9 soubor iloh ¢. 5
(5.1.2009 (vecer) népovéda, 15.1.2009 feseni)

Zapocet: > 42 b, zkouska: > 110 b. Za priklady dodané pied navodem je dvojnasobek,
po predvedeni Feseni dostanete jen 2/3 bodu.

1. Ukazte, ze kdyz p € (0,1) je libovolna konstanta, tak G, je skoro jisté souvisly. Pro
jak malou funkci p(n) dokdzete dokazat, ze Gy, p(n) je souvisly skoro jiste? (Pocet bodu
zavisi na tom, jak malé bude vase p(n).)

2. Méjme vrcholy hypergrafu obarvené ¢ervené a modire. Hranu nazveme nacervenalou,
pokud aspon polovina jejich vrcholu, avsak ne vsechny jeji vrcholy, jsou obarveny
cervene.

e Dokazte, ze pro libovolné o < 5/4 kazdy n-uniformni hypergraf s nejvyse o™ hra-
nami (kde n je dostateéné velké) ma obarveni, kde vSechny hrany jsou nacervenalé.

e Dokazte, ze pro 3 > 5/4 a n dostatecné velké existuji n-uniformni hypegrafy, kde
vSechna obarveni maji hranu, ktera neni nacervenala.

3. Pro mnozinu 7" vrcholu grafu G ozna¢me ¢(T") pocet hran, které opoustéji 7', tj. spojuji
vrchol z T' s vrcholem mimo 7T'. Dokazte, Ze pro dostatecné velkd n existuje graf G s 2n
vrcholy, v némz pro vSechny mnoziny T velikosti n plati |¢(T) —n?/2| < f(n), pticemz
f(n) = o(n?) je vhodna funkce. Pokuste se najit co nejmensi f(n) (za hodné malé f(n)
bude hodné mnoho bodt ;-) ).

4. Bud X mnozina velikosti 2n.

(a) Bud B uniformné ndhodné vybrand podmnozina X . Jak4 je pravdépodobnost, Ze
|B| = n? Jaké je pravdépodobnost, ze n —a < |B| < n+ a?

(b) Najdéte konstantu d > 0 (nezavislou na n) tak, aby pro libovolné Ay, ..., A, C X
existovala mnozina C' C X velikosti n, pro kterou

’\Ai NC| - |4il/2| < dvnlnn

plati pro vSechna 1.

Jednodussi varianta (za 2 body): nepotiebujeme mnozinu velikosti presné n, staci
nam, aby platilo ||C| — n| < dVnlnn.
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Uvazte nésledujici algoritmus, jehoz vstupem je graf s n > 2 vrcholy (a pripadné
s nasobnymi hranami). Pokud n = 2, algoritmus vypiSe pocet hran mezi témi dvéma
vrcholy, jinak vybere ndhodnou hranu a zkontrahuje ji (pficemz zahodi viechny smycky,
ale zachovd vsechny nasobné hrany). Ukazte, Ze s pravdépodobnosti alespon n=2 algo-
ritmus vypiSe velikost nejmensiho hranového tezu grafu G.

Ukazte, ze pro nekone¢né mnoho hodnot n existuje bipartitni graf s n-prvkovymi ¢astmi
L, R tak, ze kazdy vrchol z L mé stupen < 18 a kazdd mnozina S C L s nejvyse n/3 vi-
choly ma alespon 2|S| sousedu v R. (Takovy graf se nazyva (n, 18, 1/3, 2)-koncentrétor.)

Oznatme N (H) pocet prostych zobrazeni ¢ : V(H) — V(G) zachovévajicich hrany i
nehrany, neboli pocet usporadanych indukovanych kopii H v G.

Ukazte, Zze pro nekone¢né mnoho hodnot n existuje graf G s n vrcholy takovy, ze
N&(H) =n3/8 + o(n?) pro viechny grafy H s 3 vrcholy, ale N5 (Cy) # n'/64 + o(n?).
Jinymi slovy, G se chova jako nahodny graf pokud jde o tiivrcholové podgrafy, ale ne
pokud zkoumame pocet indukovanych ctytcykli.

Pro kazdy vrchol v grafu G = (V, E), je dan seznam barev L,. Seznamové barveni je
zobrazeni b: V' — (J, oy, Ly takové, ze b(v) € L, pro vSechna v a sousedni vrcholy mayji
ruzné barvy. Graf je k-vybiravy pokud existuje seznamové barveni pro kazdou volbu
seznamu L, splaujicich |L,| = k pro vSechna v.

Bud G = (AU B, E) bipartitni graf, pricemz |A| > |B|, a kazdy vrchol m4 stuperi
alespon d. Kazdému vrchlu v pritadime coby L, ndhodnou k-prvkovou podmnozinu

(k4. Ukazte, Ze je-li k > ko (pro vhodné ky) a d dostatecné velké vzhledem ke k (jak
velké?) pak, s kladnou pravdépodobnosti neexistuje zadné seznamové obarveni.

. Uzitim ndhodného grafu G, , ukazte, Ze pro vsechna dostatecné velka ¢ existuje graf

s prumérnym stupném > ct/logt a bez minoru K; (¢ > 0 je vhodné konstanta).
(Poznamka, pokud mé graf prumérny stupen > Ctv/logt pro dostatecné velké C, pak
uz minor K; obsahuje.)

Ukazte, ze pro dostatecné velké d existuje mnozina S C R% s > 2d — 1 body tak, ze
vSechny trojuhelniky s vrcholy v bodech S jsou ostrotihlé (vSechny tihly jsou mensi nez
90°).

Méjme algoritmus, ktery odpovid4 ano/ne, a ddva spravnou odpovéd s pravdépodobnosti

alespon % + 1/p(n), kde p je néjaky polynom a n velikost vstupu. Ukazte, ze poly-

nomidlnim poctem opakovani lze zatidit, ze pravdépodobnost chyby je nejvyse 1/2".

Ukazte, ze skoro jisté graf G, , ma

e maximadlni stupen < n(1/2+ o(1)) a minimaln{ stupen > n(1/2 — o(1))

3

3



13.

14.

e maximalni stupeni > n/2 + y/n a minimdln{ stupen < n/2 —\/n a

e alesponi n'/3 vrcholll stupné presné [n/2].

n? lidf chece vybrat < n-Elenny vybor. Mezi n? lidmi je n?/10 zloduchu, ktef{ chtéji
ziskat vliv ve vyboru. Dobrodusi nevédi, kdo jsou zlodusi.

Vybirat budou nasledovné: Kazdy fekne ¢islo 1, ..., n, a lidé, kteti fekli nejméné casté
¢islo budou zvoleni. Dobrodusi budou vybirat ¢islo nahodné nezévisle, zlodusi udélaji
co budou chtit (spec. mohou spolupracovat a predvidat, co zvoli dobrodusi). Ukazte,
ze je velmi nepravdépodobné, ze by ve vyboru bylo vice nez 1/5 zloduchu.

Ukazte, ze existuje konstanta C' > 0 takova, ze pro kazdé n > 2 existuje graf s n
vrcholy a minimalnim stupném > n/2 v némz kazda dominujici mnozina mé alespon
C'logn vrcholu. (Tim ukazete, ze odhad ze druhé série je asymptoticky nejlepsi mozny,
alespon pro grafy kde minimalni stupen je linedrni.)
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Staci zakladni metoda.

(a) Obarvéte kazdy vrchol nezévisle, a to s pravdépodobnosti Cervene barvy 4/5.
(b) Zvolte m = (" ndhodnych hran velikost n na 2n bodech. Ukazte (vvtrvalym
pocitanim), ze pro kazdé pevné 2-obarveni je pravdépodobnost, ze zadnd hrana ne-
bude nacervenald < 27".

Vezméte ndhodny graf a pomoci Cernovovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost,
ze selze.

Pouzijte Cernovovu nerovnost.

Bud C C F(G) nejmensi fez. Staci ukdzat, ze nikdy nebudeme kontrahovat hranu z C'.
Vsimnéte si, ze je-li |C| = k, pak G m4 alespon kn/2 hran.

Zvolte ndhodné 18 sousedu kazdého v € L a pouzijte zakladni metodu.

Bud n = 4k. Rozdélme mnoZinu vrcholii na ¢tyii stejné velké ¢asti A, B, C a D.
Dejme do grafu vSechny hrany mezi A a C, vSechny hrany mezi B a D, a ndhodné
grafy na AUB ana CUD.

Napted zvolte seznamy pro B a vyberte fadné obarveni ¢ vrcholu z A. Vrchol z A
budiz dobry, kdyz jeho sousedi maji za seznamy vSechny mozné k-mnoziny. Skoro jisté
je alespon polovina vrcholu v A dobrych. Dobry vrchol mé ve svém okoli hodné barev;
odhadnéte pravdépodobnost, ze vSechny dobré vrcholy mohou byt obarveny, kdyz jim
nahodné prifadime seznamy.

Ukazte ze s.j. neexistuje t po dvou disjunktnich mnozin vrcholi kde kazda dvojice
mnozin je spojena hranou. Pro kazdou volbu mnozin uvazte jen ty, které maji nejvyse
2n/t prvku. Volte p konstantni a n ~ ty/logt.

Vezméte ndhodné vrcholy v krychli {0, 1},

Pouzijte Cernovovu nerovnost.

Pouzijte Cernovovu nerovnost.

Ukazte, ze kazdé ¢islo zvoli zhruba stejny pocet dobroduchi.

Pouzijte zdkladni metodu. Pro jednu pevnou mnozinu S C [n], jaka je pravdépodobnost
ze S je dominujici v ndhodném grafu G, ,,?



