PRAVDEPODOBNOSTNI METODA
ZS 2008/9 soubor 1iloh ¢. 4
(4.12. népovéda, 11.12. feseni)
Zapocet: > 42 b, zkouska: > 110 b. Za priklady dodané pfed nédvodem je dvojnésobek,
po predvedeni feseni dostanete jen 2/3 bodu.

Za druhou ¢ast piikladu 5 odevzdanou pred napovédou dostanete trojndsobek bodu.

1. Mdme n-uniformn{ hypergraf s nejvyse 4"~!/3" hranami. UkaZte, Ze jeho vrcholy lze
obarvit ¢tyimi barvami tak, aby kazda hrana obsahovala alespon jeden vrchol kazdé
barvy.

2. Nédhodna prochézka po prirozenych cislech zacind na 1 a pokracuje takto:

e 7 1 jdeme vzdy na 2

e 7z i > 1 jdeme na i — 1 nebo na i + 1, oboji s pravdépodobnosti 1/2.
Jakd je stfedni hodnota poctu kroku, po kterych dosdhneme n?

3. Necht p € (0,1) je konstanta. Pak v ndhodném grafu G, , s pravdépodobnost{ jdouct
k jedné plati, ze

(a) kazdé dva vrcholy maji spole¢ného souseda.

(b) “kazdé dva trojihelniky jsou spojeny posloupnosti trojihelnika”: pro kazdé vr-
choly x1, x2, 3, Y1, Y2, y3, pokud x;z; i y;3; jsou hrany pro vSechna 1 <1¢ < j < 3,
pak existuji x4, s, ..., x tak, Ze o = ys, Tuy—1 = Y2, Th—2 = Y1 a x;x; je hrana
kdykolil1 <i<j<kaj—1<2.

4. Van der Waerdenovo ¢islo W (k,r) je nejmensi N takové, ze pro kazdé obarveni cisel
1,..., N pomoci r barev existuje jednobarevna k-prvkovéa aritmetickd posloupnost.
Dokazte, ze W (k,2) > ¢2F/k pro vhodnou konstantu ¢ > 0.

5. Dokazte, ze
o R(k,k) > Y2(1 + o(1)) k2"2

o R(k,3) > cll;—k

6. Graf G nazveme k-emulzivni, pokud existuje zobrazeni f: F(G) — [k], takové, ze pro
kazdé zobrazeni g: V(G) — [k] existuje hrana {u, v}, pro niz g(u) = g(v) = f({u,v}).

e Dokazte, Ze tplny graf K, je k-emulzivni, pokud n = 100k?log k (a pifpadné k je
velké).

o Ukazte, ze jestlize G je k-emulzivni, tak m& vrchol stupné alespon ﬁkQ.



Obarvéte kazdy vrchol ndhodné a nezavisle.
Zkoumejte obecnéji sttedni pocet kroku z ¢ do n.

V prvni ¢asti vyuzijte zékladni metodu. Ve druhé zkuste napted zvolit vhodné (pevné!)
k (nechte se inspirovat ¢asti prvni).

Pouzijte Lovaszovo lokalni lemma.

Pouzijte Lovaszovo lokalni lemma. V ¢asti (a) symetrickou verzi, v ¢asti (b) obecnou:
wvazte graf G,, s p = c1/v/n, kde k = cyy/nlogn. Volte z; = c3/n®?, pifpadné
z; = cqeVnlog’n (podle toho, o jaky jev se jednd).

V prvni ¢asti ukazte, ze ndhodné k-obarveni hran skoro jisté ma hrany vSech barev na
kazdé podmnozine s 2 vrcholy. V druhé éasti bud f pevna a bud A,y jev f({u,v}) =
g(u) = g(v) pro ndhodné g; pouzijte Lovészovo lokalni lemma.



