PRAVDEPODOBNOSTNI METODA
ZS 2008/9 soubor iloh ¢. 3
(20.11. napovéda, 27.11. Feseni)

Zapocet: > 42 b, zkouska: > 110 b. Za priklady dodané pfed nédvodem je dvojnésobek,
po predvedeni feseni dostanete jen 2/3 bodu.

1.

Bud A matice n x n, jeji prvky bud'te ndhodné zvolené +1 nebo —1 (kazdy nezavisle).
(a) Ukazte, ze stiedni hodnota det A je 0.
(b) Spoctéte stfedni hodnotu (det A)2.

. Dokazte nésledujici variantu Cebysevovy véty: Bud X redlnd ndhodnd veli¢ina, pro

niz E[X] =0 a Var[X] = o2 Pak pro kazdé A > 0 plati
2
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Necht pro i = 1,...,n je v; = (x;,y;) dvojice celych ¢&isel, jejichz absolutni hod-
nota nepiesahuje 22 /(100y/n). Dokazte, Ze existuji dvé disjunktni mnoziny I,.J C

{1,2,...,n} takové, ze
Zvi = Z’Uj .

ici jed

Bud P monotonni grafovd vlastnost, tj. takovd, ze kdyz G méa P, tak kazdy graf H
s V(H) = V(G) a E(H) O E(G) mé také P. Oznacme G, , ndhodny graf s n vr-
choly: kazd4 hrana je pritomna s pravdépodobnosti p (nezdvisle na ostatnich hranéch).
Dokazte, ze kdyz p; < po, tak

P(Gp, ma P) < P(G,,, ma P).

Bud S systém m podmnozin n-bodové mnoziny X, kazd4 z nich m4 velikost alespoii s.
Ukazte, ze existuje N C X, kterd protind kazdou mnozinu v S a jeji velikost je nejvyse
[(n/s)Inm]

Dokaizte, 7e existuje systém S obsahujici n? mnoZin velikosti s, podmnozin n-bodové
mnoziny X takovy, ze kazda mnozina, kterd protind vSechny mnoziny v & mé alespon
¢(n/s)Inn prvka, pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pfitom Inn < s < n/2.

Pokud H je podmnoZina grupy G, tak H? oznacuje mnoZzinu

H*={rcG|Iy,zcHr=y- z}.

Ukazte, ze existuje konstanta C' > 0 takova, ze pro kazdou grupu G s n prvky existuje
mnozina H C G pro kterou H? = G and |H| < Cy/nlogn.



1 V (a) pouzijte linearitu sttedni hodnoty, v (b) se zamyslete jak pouzit rozptyl.

2 Prekvapiveé funguje stejnd idea jako u dikazu Cebysevovy véty: vytvorit vhodnou ‘kva-
dratickou’ nahodnou veli¢inu z X a na ni pouzit Markovovu nerovnost.

3 Pouzijte Cebysevovu neronost a postupujte jako na prednésce.

4 1. metoda: uvazte model ndhodnych grafu, kde volime ruzné hrany z ruznou pravdépodobnosti.
2. metoda: jak vypada sjednoceni dvou ndhodnych grafu?

5 Zamyslete se, jak 1ze vybirat podmnoziny velikosti k: (1) kazdy prvek vyberu s pravdépodobnosti
k/n; (2) vyberu jednu z (Z), (3) k-krét vyberu jeden z n prvku.
Metoda (1) d4 mnozinu velikosti pfiblizné k (coz se ndm ted nehodf), (2) presné k (ale

vede na trochu delsi pocitani), (3) nejvyse k, a to je pro nés to pravé.

6 Pouzijte metodu zmény. Jaké je pravdépodobnost, Ze néjaky prvek G nebude v H?2?
(Je-li H nahodné.)



