PRAVDEPODOBNOSTNI METODA
ZS 2008/9 soubor 1iloh ¢. 2
(6.11. nipoveéda, 13.11. feSeni)

Zapocet: > 42 b, zkouska: > 110 b. Za priklady dodané pted navodem je dvojnésobek,
po predvedeni Feseni dostanete jen 2/3 bodu.

1. (varianty Bollobdsovy véty) Budte A;, B; (i = 1,...,m) libovolné mnoziny takové, ze
A; N B; je prazdnd, zatimco pro libovolnd ¢ # j je jedna z mnozin A; N B; a A; N B;
neprazdnd. Bud déle p € (0, 1). Pak

Zp\Aﬁ(l _p)\Bi| <1.
i=1

Pokud navic |A;| = a a |B;| = b pro v8echna i, tak m < %.

2. Ukazte, ze pro n > m(Inm+5) je ndhodné zobrazeni z [n]| do [m] surjektivni s pravde-
podobnosti alespon 0.99.
3. Uvazme ndhodné zobrazeni f : [n] — [m].
(a) Ukazte, ze je-li n < ¢14/m, je f prosté s pravdépodobnosti > 0.99.
(b) Ukazte, Ze je-li n > co/m, je f prosté s pravdépodobnosti < 0.01.
(Pfitom ¢1, ¢y jsou vhodné konstanty.)

Zamyslete se, co to fika o “narozeninovém paradoxu”.

Hypergraf je dvojice (V, E), kde E C P(V). Hypergraf (V| E) je k-uniformni, pokud
vSechny jeho hrany (prvky FE) jsou k-prvkové mnoziny.

4. Dokazte, ze kazdy 3-uniformni hypergraf s n vrcholy a m > n/3 hranami obsahuje
on3/2

3v3y/m’
je nezdvisld, pokud zadnd hrana hypergrafu e € F neni podmnozinou A.)

nezavislou mnozinu vrcholu o velikosti > (Mnozina vrcholu hypergrafu, A C V|

5. Bud G graf s n vrcholy a minimélnim stupném §. Ukazte, ze G ma dominujici mnozinu
velikosti O(nlog(6+1)/(6+1)). (Mnozina vrcholu grafu je dominujici mnozina, pokud
kazdy vrchol grafu je budto jejim prvkem, nebo sousedem jejiho prvku.)

6. Bud G graf s n vrcholy a m hranami. Oznacme a(G) velikost maximalni nezavislé
mnoziny v G, A(G) maximélni stupen v G a d(G) prumérny stupenn v G (tj. d(G) =
2m/n). Pak plati
(a) (G) 2 xE

(b) a(G) > ZveV(G) m
(c) a(G) =

d(G7;+1



Hodte minci s pravdépodobnosti dspéchu p pro kazdy prvek nosné mnoziny.
Pouzijte zakladni metodu.

Pouzijte odhady pro 1 — p pomoci exponencidly (shora i zdola).

Pouzijte metodu zmény podobné jako v dukaze slabé Turdanovy véty.
Pouzijte metodu zmény podobné jako v dukaze slabé Turanovy véty.

Na prvni ¢éast staci hladovy algoritmus pfti libovolném potradi vrcholi. Na druhou pak
hladovy algoritmus pii vhodném (tj. ndhodném) potadi vrcholu. Konecéné treti ¢ést
se lehce odvodi z druhé.



