
PRAVDĚPODOBNOSTNÍ METODA

ZS 2008/9 soubor úloh č. 1

(23.10. nápověda, 30.10. řešeńı)

Zápočet: ≥ 42 b, zkouška: ≥ 110 b. Za př́ıklady dodané před návodem je
dvojnásobek, po předvedeńı řešeńı dostanete jen 2/3 bod̊u. [n] znač́ı {1, 2, . . . , n}.

1. Buď (Ω, 2Ω, P ) konečný pravděpodobnostńı prostor, ve kterém všechny ele-
mentárńı jevy maj́ı tutéž pravděpodobnost. Dokažte, že když |Ω| je prvoč́ıslo,
tak žádné dva netriviálńı jevy nejsou nezávislé. (Triviálńımi jevy mysĺıme
∅ a Ω.) 1

2. Hod́ıme n-krát spravedlivou minćı. Jaká je středńı hodnota počtu ‘úsek̊u’?
Úsekem rozumı́me několik po sobě jdoućıch hod̊u s týmž výsledkem, např.
v posloupnosti PPPOOPOPO je šest úsek̊u. 2

3. Vybereme-li náhodnou permutaci [n], jaká je středńı hodnota délky cyklu,
ve kterém je obsažena 1? 2

4. Určete středńı hodnotu počtu cykl̊u náhodné permutace [n]. 3

5. Každé baleńı čokolády obsahuje jednu zaj́ımavou informaci z dějin výroby
čokolády, uniformně náhodně vybranou z n možnost́ı. Jaká je středńı hod-
nota počtu čokolád, které kouṕıme, než zjist́ıme všech n informaćı? 3

6. Dokažte, že když existuje reálné č́ıslo p ∈ 〈0, 1〉, pro které(
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tak Ramseyovo č́ıslo R(k, l) splňuje R(k, l) > n. 1

Pomoćı toho dokažte, že

R(4, t) ≥ Ω(t3/2/(ln t)3/2) .

1

7. Dokažte, že existuje konstanta c > 0 s následuj́ıćı vlastnost́ı. Buď A mat-
ice n × n jej́ıž složky jsou po dvou r̊uzné. Pak existuje taková permu-
tace řádek A, že v žádném sloupci neńı rostoućı podposloupnost délky ale-
spoň c

√
n. 2



1 Vzpomeňte si na definici nezávislosti.

2 Výhodněǰśı je poč́ıtat počet ‘mezer’ mezi dvěma hody, ve kterých se přeruš́ı
úsek.

3 Jaká je pravděpodobnosti, že 1 je v k-cyklu? (k-cyklus je cyklus délky k.)

4 Uvažte vhodné kódováńı permutace: takové, aby č́ısla z jednoho cyklu byla
pohromadě, aby bylo jednoznačné (bijekce všech permutaćı na množinu
kód̊u) a konečně, aby z kódu šlo snadno poznat kolik má permutace cykl̊u.

5 Označme Tk počet čokolád, které kouṕıme, než se dozv́ıme k informaćı.
Využijte toho, že Tn = (Tn − Tn−1) + (Tn−1 − Tn−2) + · · ·+ (T2 − T1) + T1.

6 Podobně jako na přednášce. V druhé části je třeba trošku poč́ıtat.

7 Volte náhodnou permutaci a odhadněte shora pravděpodobnost, že nebude
fungovat.


