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Definice 1. Funkce ¢ : V(G) — {1,2,...,k} je dobré k-obarvent, jestlize
o(u) # p(v) pro kazZdou hranu wv € E(G). Barevnost x(G) grafu G je mi-
nimalni k tZ. G md dobré k-obarvent.

Piiklad 1. Pokud dva blizké vysilace vysilaji na stejné frekvenci, dochdzi k
interferenci. Kolik nejméné potrebujeme riznyjch frekvenct, aby se Zadné dva
blizké vysilace nerusily?

Necht G je graf, jehoz vrcholy jsou vysilace a kazdé dva blizké jsou spojené
hranou. Pak potrebujeme alespon x(G) frekvenct.

Pozorovani 1. Jestlize H C G, pak x(H) < x(G). Barevnost K,, je n,
barevnost C, je 2 je-li n sudé a 3 je-li n liché. Graf md barevnost 1 pravé
kdyz nemda Zdadné hrany.

Klikovost w(G) je rovnd velikosti nejvétsi kliky (tiplného podgrafu) v G.

Pozorovani 2. x(G) > w(G).

Poznamka: Ale barevnost muze byt i vétsi (existuji grafy bez trojihelniku
s libovolné velkou barevnosti).

Graf G je d-degenerovany, jestlize kazdy jeho podgraf obsahuje vrchol
stupné nejvyse d.

Piiklad 2. Stromy jsou 1-degenerované, rovinné grafy jsou 5-degenerované.
Lemma 3. Je-li graf G d-degenerovany, pak md barevnost nejvyse d + 1.

Diikaz. Indukei dle poc¢tu vrcholu, pro grafy s nejvyse d+ 1 vrcholy je tvrzeni
trividlni. Jestlize |V (G)| > d + 1, necht v je vrchol G stupné nejvyse d. Z
indukéniho predpokladu 1ze G —v obarvit d+1 barvami. Na okoli v je pouzito
nejvyse deg(v) < d barev, alespon jedna z d + 1 je tedy nepouzitd a muzeme
ji obarvit v, ¢imz dostavame dobré obarveni G pomoci d + 1 barev. O



Dusledek 4. Stromy maji barevnost nejuyse 2, rovinné grafy nejuyse 6. Graf
maximdlniho stupné A md barevnost nejvyse A + 1.

Véta 5. Graf G md barevnost nejvyse 2 prave kdyz G neobsahuje lichy cyklus.

Diikaz. Ukézeme obménu: G ma barevnost alespon 3 pravé kdyz G obsahuje
lichy cyklus.

BUNO G je souvisly. Necht T je kostra G a ¢ je dobré 2-obarveni T
Jestlize ¢ neni dobré 2-obarveni G, pak E(G)\ E(T) obsahuje hranu e = uw,
kde ¢(u) = ¢(v). Na cesté P v T mezi u a v se stiidaji barvy 1 a 2, tato
cesta mé tedy sudou délku. Pak P + e je lichy cyklus v G.

Naopak, je-li C' lichy cyklus v G, pak x(G) > x(C) = 3. O

Graftim barevnosti 2 se fika bipartitni — jejich vrcholy jdou rozdélit na
dve ¢asti tak, ze hrany vedou pouze mezi ¢astmi.

Jednoduchd charakterizace grafi barevnosti k pro k > 3 neexistuje, roz-
hodnout, zda je graf 3-obarvitelny je tézké; dokonce i pro rovinné grafy. Ale
plati:

Véta 6 (Véta o ¢tytech barvach). Kazdy rovinng graf je 4-obarvitelny.

Obtizny dukaz s pouzitim vypocetni techniky, dlouho otevieny problém
(barveni mapy ¢tyfmi barvami tak, aby zadné dva stéty se spoleé¢nou hranici
nemély stejnou barvu). Dokdzeme si snazsi tvrzeni o 5-barevnosti rovinnych
grafu.

Kontrakce hrany e = uv v grafu znamena smazani hrany e a nahrazeni
u a v novym vrholem a presmérovani vSsech hran incidentnich s v nebo v do
tohoto nového vrcholu. Graf vznikly kontrakei hrany e v G znaéime G/e.

Pozorovani 7. Je-li G rovinny, pak G/e je také rovinng.
Veéta 8. Kazdy rovinng graf G lze obarvit 5 barvami.

Diikaz. Indukei dle poc¢tu vrcholt, pro grafy s nejvyse 5 vrcholy tvrzeni plati.
Rovinné grafy maji prumérny stupen mensi nez 6, v G tedy existuje vr-
chol v stupné nejvyse 5. Jestlize deg(v) < 4, obarvime G — v z indukéniho
predpokladu a v dobarvime barvou, ktera neni pouzita na jeho sousedech.
Muzeme tedy predpokladat deg(v) = 5. Pak v mé dva sousedy z a y, ktefi
nejsou spojeni hranou (jinak by G obsahoval Ky jako podgraf a tedy by nebyl
rovinny). Necht G’ vznikne z G kontrake{ gran vz a vy a zahozenim vzniklych
nasobnych hran (smycky nevzniknou, jelikoz zy ¢ E(G)). Pak G’ je rovinny
a z indukéniho predpokadu je tedy 5-obarvitelny. Proto G —v ma 5-obarveni
takové, ze x a y maji stejnou barvu. Na okoli v jsou pak pouzity nejvyse 4
barvy, vrchol v tedy lze dobarvit nepouzitou barvou. O]



