1 Ciselné obory a jejich vlast-
nosti

Zname nasledujici ¢iselné obory:

N=1{1,2,3,4,...} prirozend cisla

No = NU {0}

Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} celd cisla
k

Q={-1k€Z,neN} raciondlni ¢isla
n

A vime, ze N C Z C Q. Muzeme tici, ze mnozina Q je ,vétsi“ nez mnozina N7
Obé maji nekoneéné mnoho prvkia. Mohutnost mnoZiny je pojem pro velikost
mnoziny. V pripadé konecnych mnozin je to pocet prvki.

Definice 1.1. Dvé mnoziny M a N maji stejnou mohutnost, pokud existuje
bijekce z A do B. Mnozina M je spocetnd pokud méa stejnou mohutnost jako
N. Mnozina je nejvyse spocetnd, pokud je spocetna nebo konecéna. Pokud neni
mnozina nejvyse spocetna, pak je nespocetnd.

Plati, ze kazda podmnozina spocetné mnoziny je nejvyse spocetna. Spo-
¢etné mnoziny jsou tedy, neformalné feceno, nejmensi nekoneéné mnoziny.

Snadno nahlédneme, Ze mnozina celych ¢isel je spocetna, staci ji preuspo-
radat: Z = {0,—1,1,—2,2,...}. Mnozina raciondlnich ¢isel je také spocetna,
potrebnou bijekci 1ze zkonstruovat sefazenim zlomkt v zdkladnim tvaru v po-
radi, v jakém je prochéazi sipka na Obrazku 1.1.

Alternativné muzeme kazdé racionalni ¢islo reprezentovat desetinngm roz-
vojem. Tento desetinny rozvoj bude vzdy konecny nebo periodicky.

Pomoci desetinnych rozvoju si zavedeme (ne zcela formélné) redlna cisla.

Definice 1.2. Mnozina redlngch cisel R je tvorena vSemi desetinnymi rozvoji
+dy, dydads . . .

kde dy € Ny a d; € {0,1,2,3,...,9} pro ¢ € N, pficemZ jednomu redlnému
¢islu mtze odpovidat vice nez jeden desetinny rozvoj: naptiklad +0,000... =
—0,000...a1,000...=0,999....

Cisla v R\ Q nazyvame iraciondlni. Bez dikazu si uvedme jeden piiklad
iracionalniho ¢isla.

Fakt 1.3 (Iracionalita v/2). v/2 je iraciondlnd.
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Obrazek 1.1: Bijekce mezi ptrirozenymi ¢isly a zlomky v zakladnim tvaru.

Véta 1.4 (Nespocetnost redlnych ¢isel.). MnoZina redlnijch ¢isel nent spocetnd.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje posloupnost (aj,as,...) vSech
realnych ¢isel. Pro m,n € N si jako a,(m) oznac¢ime m-tou cifru za desetinnou
carkou v dekadickém rozvoji ¢isla a,,; ma-li rozvoj jen konec¢né mnoho cifer za
desetinnou c¢arkou, doplnime je nekoneéné mnoho nulami, a v pripadé dvoj-
zna¢ného dekadického rozvoje volime rozvoj s koneéné mnoha devitkami. Cislo
a pak definujeme dekadickym rozvojem

Q:O,blbgbg...,

kde n-té cifra b, je nejmensi nenulova ¢islice rizna od a,(n). V tomto rozvoji
se za desetinnou c¢arkou nevyskytuje ani jedna devitka nebo nula, a je tedy
jednoznac¢ny. Déle b,, # a,(n) pro kazdé n € N. Tudiz a # a,, pro kazdé n € N.
To je spor s predpokladem, Ze posloupnost (aq, as, .. . ) obsahuje vSechna redlna
cisla. O]

Déle jesté mame obor komplexnich ¢isel C = {a + bi | a,b € R}, zabyvat
se jimi budeme pouze okrajové. Mnoziny Q,R a C jsou (algebraickd) télesa.

Definice 1.5. Pojmem usporddané téleso oznacujeme dvojici (T, <), kde T je
téleso a relace < je linedrni usporadani spliujici tyto vlastnosti:

e Va,bceT:a<b = a+c<b+c

e Va,bceT:a<bN0<c = ac < bec.

Vidime, ze Q i R spolu se svym obvyklym usporadanim tvoii usporadané
téleso. D4 se dokazat, ze na C nelze definovat zadné usporadani tak, aby vzniklo
usporadané téleso.

Definice 1.6. Necht U (‘univerzum’) je mnozina s usporadanim =< a necht
ACU.



e Mnozina A je shora omezend pokud existuje m € U takové, ze a < m
pro kazdy prvek a € A. Takovému m tikdme horni zdvora (nebo horni
mez) mnoziny A.

e Prvek m € U je supremum mnoziny A, pokud m je nejmensi horni za-
vora A. Zapisujeme m = sup A.

e Prvek m je maximum (nebo nejuétsi prvoek) mnoziny A, pokud m je horni
zavora A a zaroven m € A. Zapisujeme m = max A.

e Mnozina A je zdola omezend pokud existuje m € U takové, ze a = m
pro kazdy prvek a € A. Takovému m tikdme dolni zdvora (dolni mez)
mnoziny A.

e Prvek m € U je infimum mnoziny A, pokud m je nejvétsi dolni zavora A.
Zapisujeme m = inf A.

e Prvek m je minimum (nebo nejmensi prvek) mnoziny A, pokud m je
dolni zéavora A a zaroven m € A. Zapisujeme m = min A.

e Mnozina A je omezend pokud je shora a zdola omezena.

Obecné neplati, ze shora omezend mnozina musi mit maximum a supre-
mum. Pokud maximum existuje, existuje i supremum a jsou si rovny. Totéz
plati pro infimum a minimum.

Priklad 1.7. Necht U = R a A je interval (0, 1]. Pak A ma nejvétsi prvek 1,
ktery je tedy zaroven supremum, a jakékoliv x > 1 je horni mez A. A nema
nejmensi prvek, ale ma infimum rovné 0. Kazdé ¢islo mensi nebo rovné 0 je
dolni mez A.

Priklad 1.8. Necht A je mnozina raciondlnich éisel ¢ splitujicich ¢ < 2. Tato
mnozina je omezena, kazdé racionalni ¢slo vétsi nez /2 (napifklad 2) je jeji
horni zavora. Uvazujeme-li U = Q, pak tato mnozina nemd supremum, pro-
toze kazdé racionalni ¢islo vétsi nez v/2 je horni mez a Z4dnd horni mez nenf
nejmensi. Uvazujeme-li tutéz mnozinu A jako podmnozinu U = R, pak jeji
supremui je V2.

Predchozi priklad ukazuje, Ze existence suprema (a ovsem i infima) dané
mnoziny zavisi obecné na tom, v jakém univerzu mnozinu uvazujeme. Ve

zbytku semestru pro nas bude roli univerza hrat mnozina R s obvyklym uspo-
radanim, nebude-li vyslovné uvedeno jinak.

Véta 1.9. KazZdd neprazdnd shora omezend podmnozina R md supremum.
Vétu nebudeme dokazovat, ale zminime jeji lehky dtsledek:
Tvrzeni 1.10. KaZdd neprdzdnd zdola omezend podmnozina R md infimum.

Diikaz. Volme neprazdnou zdola omezenou mnozinu A C R. Snadno nahléd-
neme, 7e mnozina —A = {—x; r € A} je neprazdnd a shora omezend, ma
tedy supremum s podle predchozi véty. Lehce ovérime, ze —s je potom infi-
mum A. O



Definice 1.11. Absolutni hodnota realného ¢isla a € R je definovana

1 a proa >0
al =
—a proa <0.

Absolutni hodnota vyjadiuje vzdalenost daného redlného c¢isla od nuly.
Obecné, pro dvé redlnd ¢isla = a y odpovida hodnota |z — y| vzdélenosti mezi
x a y na realné ose. Redlnd ¢isla s absolutni hodnotou jsou prvnim prikladem
metrického prostoru, ktery potkavame.

Definice 1.12. Metricky prostor je dvojice (M, d), kde M je mnozina a d: M x
M — [0, 00) je funkce takovd, ze pro kazdé z,y € M plati

)
(i) d(z,y) =
(i) d(z,y) = d(y,z) a
(iif) d(z,y) <

Funkci d nazyvdme metrika na M. Podminka (iii) se nazyva trojihelnikovad
nerovnost.

= 0 pravé tehdy, kdyz x = v,

d(x,z) +d(z,y) pro kazdé z € M.

Funkce d(x,y) = |x —y| (pro z,y € R) zfejmé spliiuje prvni dvé podminky.
Z nésledujici véty plyne, Ze funkce |x — y| spliiuje i tfeti podminku (dosazenim
a=x—zab=z—y).

Véta 1.13 (Trojihelnikova nerovnost). Pro kaZdé a,b € R plati, Ze |a + b| <
lal + 1b].

Dukaz. Cviceni. O

Zobecnénim této metriky je eukleidovskd metrika v prostoru R?, definovans
pro dva body x,y € R? kde x = (z1,...,24) ay = (y1,-..,¥aq), Vzorcem

d(x,y) = | D (i — yi)*
i=1
Na zavér uvedeme jesté dalsi dulezitou nerovnost.

Véta 1.14 (Bernoulliova nerovnost). Pro kazdé redlné cislo v > —1 a celé
cislon > 0 plati
(14+2)" > 1+ nax.

Diikaz. Pron = 0,1 zjevné plati. Plati-li pro n, s vyuzitim nerovnosti 1+xz > 0
dostaneme

(1+2)"" = 1+2)(1+2)" > (1+2)(1+nz) = 1+(n+1)z+ns? > 1+ (n+1)z,

coz je Bernoulliova nerovnost pro n + 1. ]



2 Posloupnosti a jejich limity

Definice 2.1. Necht M je mnozina. Posloupnost s hodnotami v M je zobrazeni
z N do M.

Kazdé prirozené ¢islo n je tedy zobrazeno na néjaky prvek a, mnoziny M.
Tomuto prvku fikdme n-ty prvek posloupnosti. Posloupnost (aq,as, as, . ..) ob-
vykle znacime (a,)%2;, nebo jen (a,). Zapis (a,) C M znamend, ze jde o
posloupnost s hodnotami v M.

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme se zabyvat posloupnostmi realnych

¢isel. Nékteré poznatky také zobecnime pro posloupnosti s hodnotami v R

Definice 2.2. Posloupnost realnych ¢isel (a,) je

e shora omezend, pokud existuje K € R takové, ze a, < K pro kazdé

n €N,

e zdola omezend, pokud existuje K € R takové, ze a, > K pro kazdé
n € N,
omezend, pokud je shora i zdola omezena,
rostouct, pokud a,, < a,, pro kazdé n < m,
neklesajici (nebo téz slabé rostouct), pokud a, < a,, pro kazdé n < m,
klesajici, pokud a, > a,, pro kazdé n < m,
nerostouct (nebo slabé klesajici), pokud a, > a,, pro kazdé n < m,
monotonni, pokud je neklesajici nebo nerostouci.

Definice 2.3 (Okoli bodu). Okoli bodu s o poloméru 6, kde 6 € R a § > 0, je
interval U(s,§) = (s — d, s + 0). Jinak zapséano,

U(s,0) ={z € R; |z —s| < d}.

Obecnéji, pro dany metricky prostor M s metrikou d, a pro dany bod s € M
a polomeér ¢ € [0, 00) definujeme U(s, ) jako {x € M; d(z,s) < §}.

Definice 2.4 (Vlastni limita). Necht (a,) je posloupnost redlnych ¢isel. Rek-
neme, ze L € R je (vlastni) limita posloupnosti (a,), pokud pro kazdé realné
cislo € > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené cislo n > ng je
a, € U(L,e). Pokud posloupnost mé vlastni limitu, fikame, ze konverguje,
pripadné ze je konvergentni, a piSeme
28, n = L

Vsimnéte si, ze vyse uvedena definice limity se d& beze zmény obecnéji apli-
kovat na posloupnost prvki z libovolného metrického prostoru, tedy naptiklad
i z R (v némz vzdy piredpokladdme eukleidovskou metriku).



Definice 2.5 (Nevlastni limita). Necht (a,) je posloupnost redlnych ¢isel.
Rekneme, (a,) ma (nevlastni) limitu +oo, piseme lim,,_, a,, = 400, pokud pro
kazdé redlné ¢islo K existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > ng
je a, > K. Rekneme, (a,) mé (nevlastni) limitu —oo, piseme lim,,_,o a, = —00
pokud pro kazdé realné ¢islo K existuje ng € N takové, ze pro kazdé prirozené
c¢islo n > ng je a, < K.

Vsimnéte si, ze kazda posloupnost mize mit nejvyse jednu limitu.

Véta 2.6 (O limité monoténni posloupnosti). Kazdd monoténni posloupnost
(an) € R md limitu. Je-li navic tato posloupnost i omezend, tak je tato limita
vlastni.

Diikaz. Predpokladejme, ze (a,,) je neklesajici, ptipad, kdy (a,) je nerostouci
se Tesi podobné. Pokud neni (a,) shora omezend, snadno rozmyslime, ze ma
limitu +o00. Predpokladejme tedy, Ze posloupnost je shora omezena a definujme

S =sup({ay,as,...}) € R.

Dokazme, ze S je limita (a,). Podle definice suprema pro dané ¢ > 0
existuje ng, ze
S—e<ay <S5,

(jinak by S — € bylo horni zévorou mensi nez supremum, coz nelze). Diky
monotonii (a,) a vlastnosti suprema tyto nerovnosti plati i pro kazdé a, s
n > ng. Ukézali jsme tedy, ze lim,, . a, = S. ]

V predchozi vété by bylo mozné predpoklady ponékud oslabit: monotonii
(ay) staci vzdy predpokladat jen pro kazdé n > ng. Obecnéji, snadno nahléd-
neme, ze pokud mé néjaka posloupnost (a,) limitu L, tak stejnou limitu m4 i
kazdé jind posloupnost, kterd se od (a,) lisi jen v koneéné mnoha prvcich.

Definice 2.7 (Podposloupnost). Posloupnost (b,,) je podposloupnosti posloup-
nosti (a,), pokud existuje rostouci posloupnost prirozenych ¢isel k; < ky < ...
takova, ze b, = ax, pron =1,2,....

Je jasné, ze pak k, > n pro kazdé n. Relace , byt podposloupnosti“ je
tranzitivni a reflexivni, ale ne antisymetricka.

Pozorovani 2.8 (O limité podposloupnosti). Je-li (b,) podposloupnost po-
sloupnosti (a,) a lim, .o a, = A € RU {400, —00}, pak i lim, . b, = A.

Nalezneme-li tedy v posloupnosti (a,) dvé podposloupnosti s ruznymi li-
mitami, lim,,_,. a, neexistuje.

Priklad 2.9. Konstantni posloupnosti (1,1,1,...)a (=1, —1,—1,...) s limitami
1 a —1 jsou podposloupnostmi v (a,) = ((—1)"), takze lim, o, (—1)" neexis-
tuje.

Lemma 2.10. KaZdd posloupnost obsahuje monotonni podposloupnost.



Diikaz. Necht (a,) je posloupnost. Rekneme, Ze prvek a, je dominantni, po-
kud pro kazdé m > n plati a, > a,, tj. a, je vétsi nez vSechny nasledujici
prvky. Rozlisme nyni dva pfipady: bud m4 (a,) nekonetné mnoho dominant-
nich prvki, nebo jich mé jen koneéné mnoho.

Pokud m4& a,, nekone¢né mnoho dominantnich prvki, pak tyto prvky tvori
klesajici podposloupnost a jsme hotovi. Predpoklddejme nyni, ze (a,) ma jen
kone¢né mnoho dominantnich prvki, a tedy existuje index n; takovy, ze pro
zadné n > ny neni prvek a,, dominantni. Zvolme nyni induktivné podposloup-
nost by, by, ... takto: by = a,,, a pokud uz mame definovano b, = a,,, tak
definujme ng 41 jako nejmensi index takovy, Ze ngy1 > ng a ap,,, > ayp, . VSim-
néte se, ze tato volba je moznd diky tomu, Ze a,, neni dominantni. Polozme
tedy byy1 = an,,,. Tim jsme v (a,) nasli neklesajici podposloupnost by, b, ...
a jsme hotovi. O]

Véta 2.11 (Bolzano-Weierstrassova). Kazdd omezend posloupnost redlnijch ¢i-
sel ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht (a,) je omezend posloupnost. Diky Lemmatu 2.10 vime, Ze (a,)
mé monoténni podposloupnost. Diky omezenosti (a,) a Vété 2.6 pak vime, ze
tato monoténni podposloupnost je konvergentni. O

Pro vypocty nevlastnich limit zavedeme rozsirenou redlnou osu R* = RU
{—00, +o0}, kterd vznikne pridanim obou nekonecen k redlnym ¢islim. Porov-
navani a aritmetické operace na R* definujeme nasledovné:

VaeR: —oco<a<+00;

Vae R a# —00: a+ (+00) = (+00) +a = +00 ;
Va € R*a# +00: a+ (—00) = (—00) +a=—00;
Va € R*,a>0: a(+oo) = (+oo)a = +00 ;
Va e R*,a <0: a(£oo) = (£oo)a = Foo ;
a
R: —=0.
Va € T 0
Zbylé vyrazy
+
(+00) + (=00). (=00) + (+00), 0+ (£00), (£00)-0, T, & pro a € R’

— soucet dvou nekonecen s opa¢nymi znaménky, soucin nuly a nekonecna,
podil dvou nekonecen a kazdy podil s nulou ve jmenovateli — ponechavame
nedefinované, jsou to tzv. neurcité vyrazy.

Vsimnéte si, ze v usporddané mnoziné (R*, <) mé kazdd mnozina horni i
dolni mez, a tudiz i supremum a infimum. Specialné tedy mizeme supremum a
infimum dodefinovat i pro ty mnoziny, pro néz neni v R definovano. Konkrétné,
pro prazdnou mnoZinu budeme odted psat sup ) = —oo a pro mnozinu M C R,
kterd neni v R shora omezend, budeme psat sup M = 4+o00. Obdobné konvence
plati i pro infima.

Nasledujici vysledek je zakladem pro vypocty konkrétnich limit.

7



Véta 2.12 (Aritmetika limit). Necht (ay,), (b,) jsou posloupnosti redlngch cisel
s lim, oo ap = A € R* alim,,_,o b, = B € R*. Pak

(i) lim,oo(an + b,) = A+ B, je-li vjraz na pravé strané definovdin,
(ii) lim, o0(anb,) = AB, je-li vjraz na pravé strané definovdn,

(iii) pokud b, # 0 pro kaZdé n > ng, pak lim,_,o(a,/b,) = A/B, je-li vijraz
na pravé strané definovan.

Diikaz prenechme jako cviceni.
Diilezité je, ze aritmetika limit funguje jen jednosmérné, rovnice jako

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,
n—00 n—00 n—00

lze pouzit jen pri ¢teni zprava doleva: pokud je definovana prava strana, pak
je definovana i leva strana a plati rovnost. Neni ale obecné pravda, ze kdyz
(an+b,) konverguje k limité L, pak konvergujii (a,) a (b,) a lim, oo (a,+b,) =
lim,, o0 @ +1lim,, o b, = L: naptiklad posloupnosti a,, = (—=1)" a b, = —(—1)"
nekonverguji, ale jejich soucet ano. Totéz plati pro soucin a podil. Obdobné,
pokud limity A a B ze znéni véty existuji, ale napt. jejich soucet A + B je
neurcity vyraz, nelze z toho nic usuzovat o (ne)existenci limity a, + b, ani o
jejl hodnoteé.



3 Posloupnosti - pokracovani

Véta 3.1 (O limité a usporadani). Necht posloupnosti (a,), (b,) C R maji
limity lim,, .o a, = A € R* a lim,,_,, b, = B € R*.

(i) Pokud A < B, tak existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, < b,.
(ii) Pokud pro kazdé n plati a,, < by, pak A < B.

Vsimnéte si, Ze v bodu (ii) nelze neostré nerovnosti nahradit ostrymi, pro-
toze napr. posloupnosti (a,) = (0,0,0,...) a (b,) = (1, %, %, ce %, ...) splni

a, < b, pro kazdé n, ale pritom maji obé stejnou limitu 0.

Diikaz. Dikaz provedme jen pro vlastni limity, pro ty nevlastni je argument
jesté jednodussi.

(i) Pro libovolné € spliujici 0 < ¢ < (B — A)/2 existuje ng takové, ze pro
n>ngplati a, < A+e < (A+ B)/2 < B —¢ < by, takze a, < b,.

(ii) Kdyby bylo A > B, pro velké n by podle (i) platilo a, > b,, coz je ve
sporu s predpokladem. (Zde vidime, Ze predpoklad v bodu (ii) je zbytecné
silny, stacilo by predpokladat, ze nerovnost a,, < b, plati pro nekonecné
mnoho hodnot n.) O

Tvrzeni 3.2. Necht (a,) a (b,) jsou posloupnosti takové, Ze pro kazdé n € N
plati a, < b,. Potom plati ndsledujici vztahy:

(i) Pokud md (a,) limitu +o00, pak ezistuje i limita b, a je rovna +oo.
(ii) Pokud md (by,) limitu —oo, pak existuje i limita a,, a je rovna —oo.

Diikaz. Dokazme jen prvni tvrzeni, to druhé je analogické. Protoze lim,, o, a,, =
400, plati, ze pro kazdé K € R existuje ng takové, ze pron > ng mame a, > K.
Potom ale z nerovnosti a,, < b, plyne, ze pro totéz ng plati, Ze pro vSechna
n > ng mame b, > K, a tedy lim,,_,., b, = +00. O

Véta 3.3 (O dvou policajtech). Méjme posloupnosti (ay,), (bn) a (¢,) spliugict
a, < b, < ¢, pro kazdé n. Predpoklidejme, Ze (ay) i (c,) maji obé stejnou
limitu A. Pak (b,) md také limitu, a ta je rovna A.

Diikaz. Vsimnéte si, ze pro A € {—o0,+o0} plyne véta uz z Tvrzeni 3.2.
Vsimnéte si také, ze kdybychom védéli, Ze (b,) ma limitu, mohli bychom z
Véty 3.1 ihned odvodit, ze tato limita se rovna A.

Méjme nyni A € R. Protoze (a,) a (¢,) maji limitu A, tak pro kazdé ¢ > 0
existuje ng takové, Ze pro n > ng plati a, € U(A,¢) i ¢, € U(A,¢). Protoze
a, < b, < ¢, plati pak pro tato n i b, € U(A,¢) a tedy lim,_,. b, = A. O



Definice 3.4 (Hromadny bod.). Necht (a,,) je posloupnost realnych ¢isel. Roz-
Sitené realné ¢islo a € R* je jejim hromadnym bodem, pokud je limitou néjaké
podposloupnosti (a,).

Véta 3.5. Necht (a,) je posloupnost a necht H C R* je mnoZina jejich hro-
madnych bodu. Potom plati ndsledujici:

1. H je neprdzdnd.

2. H je jednoprvkovd, prave kdyz (a,) md (vlastni ¢i nevlastni) limitu, a v
tom pripadé plati H = {lim,, 0 ap }-

3. H mad nejvétsi © nejmensi prvek v R*.

Dikaz. Ze H je neprazdna, plyne z toho, ze kazda posloupnost ma mono-
tonni podposloupnost, a ze kazda monotéonni posloupnost ma limitu, coz jsme
dokazali na predchozi prednasce.

Pokud m4 (a,) limitu L € R*, tak zjevné kazda podposloupnost (a,) ma
limitu L, a tedy H = {L}. Predpokladejme nyni, ze naopak H = {L}, a
dokazme, ze L je limita (a,). Pro jednoduchost uvazme pouze ptipad, kdy L
je realné. Pro spor predpoklddejme, Ze L neni limita (a,). To tedy znamena,
ze exituje € > 0 takové, ze pro kazdé ng existuje n > ng takové, ze a, ¢
U(L,¢). Jinymi slovy, (a,) méa podposloupnost (b,), jejiz zadny prvek nepatii
do U(L,¢). Tato podposloupnost mé dle prvni ¢asti véty néjaky hromadny bod
p € R*, ktery je tedy zaroven hromadnym bodem (a,), ale ptitom 3 # L, coz
je spor s H = {L}.

Dokazme nyni, Ze H ma nejvétsi prvek (pro nejmensi prvek je argument
analogicky). Necht S € R* je supremum H. UkézZeme, Ze (a,,) ma podposloup-
nost s limitou S, diky ¢emuz plati, ze S patii do H, a tedy zZe S je nejvétsi
prvek H. Opét se omezme na pripad, kdy S je redlné, pro S = +oo je argument
podobny. Nasim cilem nyni bude zkonstruovat podposloupnost by, by, b3, ... po-
sloupnosti (a,) spliujici S — % < b, < S+ % Z véty o dvou policajtech pak
vyplyne, Ze (b,) ma limitu S.

Abychom definovali prvek by, predpokladejme, ze uz jsme urcili by, . . ., by_1,
a postupujme nasledovné: jelikoz je S supremum H, obsahuje H prvek a vétsi
nez S — % (jinak by S — % byla horni mez H mensi nez S, coz je spor s definici
suprema). Necht (¢,) je podposloupnost (a,) s limitou «. Dle definice limity
pro € = % plati, ze existuje ny takové, ze pro n > ng plati ¢, € U(q,€). Nyni
definujeme by, jako prvek (c,) nalezici do U(a,€) a zaroven takovy, ze by se
v posloupnosti (a,) vyskytuje az po vsech prvcich by, ..., bg_1. Takové by lze
jisté najit, protoze (c,) obsahuje nekone¢né mnoho prvkia z U(q,e). Mame
tedy hledany prvek b, € U(a,e) € (S — 2,5+ 1). O

Definice 3.6 (Limes superior a limes inferior.). Pojmem limes superior po-
sloupnosti (a,,) oznacujeme jeji nejvétsi hromadny bod. Znadi se lim sup,,_, . @y.
Nejmensi hromadny bod se pak nazyva limes inferior a znaci liminf, ., a,.
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Rady realnych &isel

V matematice obcas vyvstane situace, kdy je potreba secist nekonecné mnoho
¢isel. P1i praci s nekoneénymi soucty ovsem musime byt opatrni: uvazme na-
priklad nekonecény soucet

I+(-)+1+(-1)+14---.
Pokusime-li se ho dvéma zptlisoby ‘zjednodusit’ uzavorkovanim, dostaneme pro-
titecici vysledky:
1+-1)+Q+(-1)+1+(-1)+---=04+0+0+---=0
1+ (D) + D)+ (- +1)+--=140+0+---=1

Abychom predesli takovymto komplikacim, musime nekonecné soucty zavést
formalné.

Definice 3.7 (Rada a jeji soucet). Nekonecnd rada (redingch cisel) je vyraz

oo

Zan:a1+a2+a3+~~ s

n=1
kde (a,)n>1 je posloupnost redlnych ¢isel. Budeme se snazit pridrzovat tohoto
znaceni, ale pochopitelné se pouziva mnoho variant zapisi nekonecénych tad,
pro scitaci index se naptiklad miize pouzit jiné pismeno, scita se od jiné hod-
noty nez od 1, apod.; zapisy pro nekonecné rady jsou tedy tireba také

Sby=botbi+, > ai=amtampto, > g=cgFtcgt .

n=0 i=m k>8

Cidstecny soucet tady, presnéji jeji n-ty ¢astecny soucet s, je soucet jejich
prvnich n ¢lend. Pro fadu .02, a, je tedy s, = a1 +as + --- + a, a pro
fadu > psgck je s, = cg +¢g + -+ + Cuqr. Soucet fady 3207 a, je definovan
jako limita posloupnosti (s,). Pokud je tato limita vlastni, fikdme, ze fada
(an) je konvergentni, pokud lim s,, neexistuje nebo je nevlastni, je dané rada
divergentni.

Priklad 3.8. Rada Saso(=1)" =1—-1+1—1+--- je divergentni, protoze
(sn) = (1,0,1,0,1,...).

Priklad 3.9. Dulezitym prikladem tady je geometrickd rada

"=1+q+@+¢+-- -,

n=0

kde ¢ € R je parametr zvany kvocient. Pro soucet geometrické rady plati, ze

1
. L —1<g<1
Yo" =1 Foo og>1

n=0 neexistuje ... ¢ < —1.
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Priklad 3.10. Dalsim castym prikladem jsou rady tvaru

S IR R
ps 28 38 4s ’

kde s € R. Pro jejich konvergenci plati, ze

i 1 | konverguje pro s > 1
ns | diverguje pro s < 1.

n=1
Pro s = 1 se tato fada nazyva harmonickd rada. Je to dilezity priklad rady,
kterd diverguje, ackoli jeji prvky konverguji k nule.

12



4 Funkce

Definice 4.1. Necht f je redlna funkce definovana na mnoziné M C R. Rek-
neme, ze f je na mnoziné M

e shora omezend, pokud existuje K € R takové, ze f(z) < K pro kazdé

re M,

e zdola omezend, pokud existuje K € R takové, ze f(x) > K pro kazdé
xr e M,
omezend, pokud je shora i zdola omezen4,
rostouct, pokud f(x) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici x < y,
neklesajici, pokud f(x) < f(y) pro kazdé x,y € M spliujici = < y,
klesajici, pokud f(x) > f(y) pro kazdé x,y € M splnujici z < y,
nerostouct, pokud f(z) > f(y) pro kazdé z,y € M splnujici = < y,
monotonni, pokud je neklesajici nebo nerostouct,
periodicka s periodou p € (0, 00), pokud pro kazdé x € M patiiiz +p
ax—pdo M, anavic f(x —p) = f(x) = f(z +p),
e prostd, pokud x # y implikuje f(z) # f(y) pro kazdé x,y € M.

Na rozdil od posloupnosti mohou byt monotéonni funkce neomezené shora
i zdola, prikladem je tfeba f(x) = x.

Definice 4.2. Necht f: M — R je prosta funkce, necht H = {f(z); = € M}
je mnozina jejich hodnot. Inverzni funkce k funkci f je funkce f<=>: H — M
spltijici f<~1>(y) = z pravé tehdy, kdyz f(z) = y.

Priklad 4.3. Funkce f(x) = 2% je prostd na intervalu [0, 00). Funkce inverzni
k f na tomto intervalu je y/z. Na intervalu (—oo, 0] je funkce f(z) = z? také
prostd, jeji inverzni funkei je ale —y/x.

4.1 Elementarni funkce

Definice 4.4 (Eulerovo ¢islo, exponencidlni funkce). Exponencidlni funkce,
znacend exp, je pro z € R definovana jako soucet rady
0 n x2 ZES ZE4
exp(x) 1= — =14+ —+—+—+....
p(x) ;0 n! 2 6 24
FEulerovo cislo e definujeme jako exp(1), je tedy rovno Y00, % Je to iracionalni
¢islo, jeho ¢iselnd hodnota je asi 2, 7.

Poznamenejme bez dukazu, ze fada v definici exp(x) je konvergentni pro
kazdé x € R, takze exponencialni funkce je definovana na celém oboru R.

Pozorovani 4.5. Zrejmeé plati exp(0) = 1. Ddle je vidét, Ze pro x > 0 je
exp(z) > 1 a Ze exp(x) je pro x > 0 rostouct funkce.
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Pozndmka. Alternativné lze exp(z) definovat jako limitu lim, o (1 4+ %)n

7 casovych diavodi nebudeme dokazovat ekvivalenci téchto definic.

Véta 4.6 (Vlastnosti exp(x)). Ezponencidlni funkce md ndsledujici vlastnosti:
1. exp(z +y) = exp(z) exp(y) pro kazdé z,y € R,

exp(—z) = 1/ exp(x) pro kazdé x € R,

(
(=
exp(x) je rostouct funkce na R,
exp(x) > 0 pro kaZdé x € R,

(

exp(z) < 1 pro x <0,

.039““?\9@?\5

lim,, o exp(n) = 400, a
7. lim,,_,o exp(—n) = 0.

Diikaz. Prvni tvrzeni nebudeme dokazovat formalné, poznamenejme pouze, ze
zminénd rovnost odpovida nasledujicim “intuitivnim” manipulacim s fadami:

espi)esa) = (3 ‘Z.) (i ")
= Z Z klgl

k=0 £=0
00 iIZ' n £C1 n—1 %2 n—2 " 0
L Z y vy v Y TR [
Oln!  1l(n—1)!  2l(n—2)! n!0!
1
N (T 2Oy + n syl 4 n e ST n 2"y
—n! \\0 1 2 n

o0

— Z (a:—l—'y) (uzitim binomické véty)
n!
= exp(z + y).

Ovsem abychom ziskali formélni dikaz, museli bychom zdavodnit, ze kroky
oznacené otaznikem zachovavaji soucty levé a pravé strany, coz neni trivialni
(obecné, kdyz zménime poradi séitanci v fadé, muze se zménit i jeji soucet).
Formalni dukaz zde délat nebudeme.

Druhé tvrzeni véty vyplyva z prvniho uZitim rovnosti exp(x)exp(—z) =
exp(0) = 1. Tteti tvrzeni vyplyva z prvniho, protoZe pro x < y mame exp(y) =
exp(z + (y — z)) = exp(x) exp(y — x) > exp(z), kde posledni nerovnost plyne
z Pozorovani 4.5.

Zbylé tvrzeni véty primocare vyplyvaji z prvnich tii a z Pozorovani 4.5. [

Z Véty 4.6 plyne, ze exp(x) je vzdy kladné ¢islo. Poznamenejme bez dikazu,
ze pro kazdé y > 0 existuje pravé jedno z takové, ze exp(x) = y. Diky tomu
muzeme zavést nasledujici definici.
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Definice 4.7 (Logaritmus). Prirozeny logaritmus (nebo prosté jen logaritmus)
je funkce In: (0,400) — R, kterd je inverzni k funkci exp(x). Jinymi slovy,
pro dané y > 0 oznacujeme In(y) (nebo Iny) to ¢islo x € R, pro néjz plati

exp(x) = y.
Nyni mizeme definovat umocnovani obecnych realnych ¢isel.

Definice 4.8. Pro kladné redlné cislo b a redlné cislo z definujeme 0 :=
exp(zInb). Pro kladné redlné ¢islo b # 1, definujeme logaritmus o zdkladu b,
piseme log, x, jako inverzni funkci k 0.

Vsimnéme si, ze s takto definovanym umoctiovanim plati e* = exp(z) a ze
tato definice umocnovani je pro prirozeny exponent n € N shodna s obvyklou
definici umocnovani pomoci nasobeni: napriklad

7* = exp(2Inz) = exp(lnz + Inz) = exp(lnx) exp(lnz) = 7 - .

Logaritmus o daném zékladu b lze z prirozeného logaritmu spocitat jako

— Inz
log, v = 7.

Definice 4.9 (Goniometrické funkce). Funkce sinus a cosinus definujeme jako
soucet nasledujicich rad

' - 00 (_1)nx2n+1 B 1,3 £L‘5
smyc.—nz:% 2n 1 1) =ux 3!+5!
a
- 00 (_1)n$2n B .1’2 .1'4

sin x

Funkce tangens a cotangens jsou definovany jako tanz (nebo tgz) = 22

pro z € R\ {n/2+ kr|k € Z} a cotgx = <% pro x € R\ {kn|k € Z}.

sin x

Definice 4.10 (Cyklometrické funkce). Funkce arkus sinus arcsin: [—1,1] —
[—%, 5] je definovana jako inverzni funkce k funkci sinus na intervalu [—7, 7].
Funkce arkus cosinus arccos: [—1,1] — [0, 7] je definovana jako inverzni
funkce k funkei cosinus na intervalu [0, 7].
Funkce arkus tangens arctan: (—oo,00) — (—m/2,7/2) je definovana jako

inverzni funkce k funkci tangens na intervalu (—m/2,7/2).

Poznamka: grafy vsech funkci zminénych v tomto textu si mizete prohléd-
nout napf. na https://www.geogebra.org/graphing?lang=en.

Limity funkci
Definice 4.11 (Okoli bodu). Pripomenme, ze okoli se stredem a € R o polo-

meéru e, nebo prosté e-okoli bodu a, je interval U(a,e) = (a — €,a + €). Nyni
zavedeme nékolik dalsich druht okoli.

15


https://www.geogebra.org/graphing?lang=en

Okoli nekonecen definujeme jako U(4o00,e) = (1/e,+00) a U(—o00,¢) =
(—o00, —1/e). Pravé okoli, resp. levé okoli, bodu a € R je interval UT(a,e) =
[a,a +¢), resp. U™ (a,e) = (a — ¢, al.

Prstencova okoli bodu a € R jsou obycejna okoli s vyjmutym bodem a:
P(a,e) = Ula,e)\{a}, Pt(a,e) = Ut(a,e)\{a} a P~ (a,e) = U (a,e)\{a}.
Pro a € {—o00, +00} definujeme P(a,¢) = U(a, ). Jednostrannd okoli nekone-
¢en zavadét nebudeme.

Definice 4.12 (Limita funkce). Rekneme, Ze funkce f md v bod¢ b € R* limitu
L € R*, kdyz

Ve>035>0Vx e P(b,6): f(z) € UL,e),

coZ zapisujeme

lim f(z) = L.

r—b

Pozndmka. Limita funkce f v bodé b nezavisi na jeji hodnoté v b, f ani nemusi
byt v b definovana. 7 definice limity ovSem plyne, ze pokud ma funkce limitu
v bodé b € R*, tak musi byt definovand na néjakém prstencovém okoli tohoto
bodu.

Priklad 4.13. Pokud f(x) =z a b € R, pak lim,_;, f(z) = b. Pokud zménime

hodnotu funkce v nule a definujeme f jako

_Jx proz#0
f(:v)—{ 1 proxz=0,
pak stéle lim,_,, f(x) = b pro kazdé b € R, i pro b = 0.
Priklad 4.14. Funkce signum (znaménko) definovana predpisem
1 pro x > 0,
sgn(z) =4 0 pro xz = 0,
-1 prox <0
ma limitu lim,_,; sgn(x) = sgn(b) pro b € R\{0}, a lim,_,¢ sgn(z) neexistuje.
Predchozi priklad ukazuje, ze nékdy je vhodné uvazovat levé a pravé prs-

tencové okoli bodu zvlast.

Definice 4.15 (Jednostranné limity). Rekneme, ze funkce f(x) ma v bodd
b € R limitu zprava rovnou L € R*, coz zapisujeme

lim f(z) =L,

z—bt

pokud
Ve>030 >0Vx € PH(b,6): f(x) e U(L,e).

Analogicky definujeme limitu zleva, jen Pt (b, ) se nahradi P~ (b, ). To zapi-
sujeme lim, ;- f(z) = L.
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Podobné jako u posloupnosti, limita funkce, pokud existuje, je jednoznacné
urcena.

Véta 4.16 (Jednoznacnost limity funkce). Funkce md v daném bodé nejvyse
jednu limitu.

Diikaz. L, L’ € R* budte dvé ruzné limity funkce f(z) v bodé b € R*. Protoze
L # L', 1ze zvolit tak malé ¢ > 0, ze U(L,e) N U(L',e) = 0. Maji existovat
01,09 > 0 takovd, ze pro € P(b,01) plati f(x) € U(L,¢e) a zaroven pro x €
P(b,0y) plati f(z) € U(L',¢). Pro 6 = min(dy,d2) pak pro kazdé x € P(b,0)
plati f(x) € U(L,e)NU (L', ¢). To je ale spor, protoze U(L,e)NU(L',e) = 0. O

Existence limity tizce souvisi s existenci jednostrannych limit. Jestlize funkce
f ma v bodé b limitu zleva i zprava rovnou L, pak lim,_,, f(x) = L. Naopak,
pokud ma f v bodé b € R limitu L, pak méa v tomto bodé i obé jednostranné
limity a ty jsou rovné L.

Limitu funkce je mozno definovat ekvivalentnim zptsobem pomoci limity
posloupnosti, jak ukazuje dalsi véta.

Véta 4.17 (Heineho definice limity funkce). Necht f je funkce definovand na
prstencovém okoli P(b,A) bodu b € R* pro néjaké A > 0. Nasledujici dve
turzeni jsou ekvivalentni:

1. lim,_ f(x) = L;

2. pro kaZdou posloupnost (x,) C P(b,A), pro niZ plati lim, . x, = b,
plati také lim,_, f(z,) = L.

Zdlraznéme, ze v ¢asti 2 predchozi véty se uvazuji pouze ty posloupnosti
(), jejichz prvky jsou obsazené v prstencovém okoli bodu b, a tedy specialné
samotné ¢islo b se v téchto posloupnostech nemtze vyskytnout.

Pomoci Véty 4.17 mizeme snadno prevést znamé vysledky o aritmetice
limit posloupnosti na analogické vysledky o limitach funkci. Véta nam také
dava navod jak ukazat, ze funkce f nemd v bodé b limitu: stac¢i najit dvé
posloupnosti (z,,) a (y,) obsazené v prstencovém okoli b a majici limitu b tak,
aby posloupnosti (f(z,)) a (f(y,)) nemély stejné limity. Konkrétni ukézkou
takového argumentu je nasledujici priklad.

Priklad 4.18. Pomoci Véty 4.17 ukazeme, ze funkce f(z) = sin(1/z), kterd je
definovand na mnoziné M = R\{0}, nema limitu v nule. Uvazme dvé posloup-
nosti (z,,) a (yn), kde

1 1
W= A gp= €N,
= Y (2n+1/2)7 "

Ziejmé lim z,, = limy, = 0, ale f(z,) =sin(1/z,) =0a f(y,) = sin(1l/y,) =1
pro kazdé n € N. Proto lim,_,sin(1/x) neexistuje.

Ditkaz Véty 4.17 si ukdzeme na nasledujici prednasce.
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