PQ-stromy a rozpoznavani intervalovych grafu v
linearnim case

Permutace s predepsanymi intervaly

Ozna¢me [n] mnoZinu {1,2,...,n}. M&me permutaci 7 = 7y, 7a, ..., T, MNo-
Ziny [n]. Rekneme, e mnozina S C [n] tvofi interval v permutaci m, pokud
existuji indexy ¢ < j takové, ze S = {m;, miy1,..., 7, }. Rekneme, 7e S je cyklicky
interval v m, pokud existuji indexy ¢ < j takové, ze bud S = {m;, miy1,...,7;},
nebo S = {m;, mj41,...,m} U{m,...,m}.

Uvazme nésledujici dva rozhodovaci problémy, které ozna¢ime TI a TCI,
coz jsou zkratky pro ‘testovani intervali’, resp. ‘testovani cyklickych intervali’.

Problém T1: Na vstupu méame ¢islo n € N a k-tici mnozin S1, Ss, ...,
Sk C [n]. Otazka je, zda existuje permutace m mnoZiny [n| takova, Zze kazda
zadand mnoZzina S; tvori interval v 7.

Problém Tc1: Na vstupu méme opét ¢islo n € N a k-tici mnozin Sy, Ss,. . .,
Sk C [n]. Otazka je, zda existuje permutace m mnoZiny [n] takové, Zze kazda
zadand mnozina S; tvoii cyklicky interval v 7.

Problém Tt 1ze snadno pievést na problém TcCI, protoze pro libovolnou k-
tici mnozin Si,Sa,...,Sk C [n] plati, Ze existuje permutace [n], v niZ tyto
mnoziny tvoii intervaly, pravé tehdy, kdyZ existuje permutace [n+ 1], v niZ tyto
mnoziny tvorii cyklické intervaly. Déle se tedy budeme zabyvat pouze FeSenim
problému TcrI.

Vsimneme si nejprve, ze pokud mnozina S tvori cyklicky interval v permutaci
T =T1,...,Ty, tak S tvori cyklicky interval i v libovolném cyklickém posunu T,
tj. v libovolné permutaci tvaru m;, m;11,..., T, 71, T2, ..., T;—1. Proto prohla-
sime, Ze dvé permutace jsou ekvivalentni, jestlize jedna je cyklickym posunem
druhé, a tfidam této ekvivalence budeme fikat cyklické permutace. Cyklickou
permutaci si mtizeme predstavit jako zptsob, jak pfiradit ¢isla 1,...,n v libo-
volném potadi vrcholiim pravidelného n-thelniku, p¥i¢emz ¢isla budeme &ist po
sméru hodinovych rucicek, ale nerozlisujeme, které ¢islo prec¢teme prvni.

Pro dané mnoziny Sy, ..., S; C [n] ozna¢me Cyc,,(S1, . . ., Sk) mnoZinu vSech
cyklickych permutaci [n] takovych, Ze kazda z mnozin Si, . . ., Sk se v nich vysky-
tuje jako cyklicky interval. Nagim cilem pfi feSeni problému TcCI je tedy poznat,
zda je Cyc,, (51, ..., Sk) neprazdna.
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Obrazek 1: Priklad PQ-stromu.

PQ-stromy

Pro vyfeeni problému T'CI vyuZijeme datovou strukturu zvanou PQ-strom, kte-
rou nyni popiSeme. PQ-strom tadu n je strom T s nasledujicimi vlastnostmi:

e T mé n listd, o€islovanych ¢isly 1,...,n.
e Vnitini vrcholy T jsou dvou typt: P-vrcholy a Q-vrcholy.

e Kazdy vnitini vrchol v stromu 7" mé predepsanou cyklickou permutaci
svych sousedt popisujici, v jakém potradi vychézeji z vrcholu v hrany.

Tim, Ze u kazdého vnitiniho vrcholu PQ-stromu je pfedepsano cyklické po-
radi jeho sousedi, ziskdme jednoznacné cyklické poradi listtt stromu, tj. cyklic-
kou permutaci mnoZiny [n], kterou ozna¢ime 7(7'). Pro strom na Obréazku 1 je
to napiiklad permutace 152436.

Rekneme, ze dva PQ-stromy T a T” jsou ekvivalentni, pokud T lze prevést
na T" posloupnosti nasledujicich dvou typt operaci:

e Zvolime libovolny P-vrchol a cyklickou permutaci jeho sousedi nahradime
libovolnou jinou cyklickou permutaci.

e Zvolime libovolny Q-vrchol a cyklickou permutaci jeho sousedt nahradime
zrcadlové obréacenou cyklickou permutaci.

Kazdému stromu 7' pak muzeme prifadit mnozinu cyklickych permutaci
Rr = {n(T"), T'je ekvivalentni s T}.

Rekneme, ze strom T reprezentuje mnozinu cyklickych permutaci Rp. Strom
z Obrazku 1 reprezentuje mnozinu osmi cyklickych permutaci: 152436, 152346,
162435, 162345, 154326, 153426, 164325 a 163425.

Z nasledujici véty plyne, ze TCI lze Tesit v linearnim Case:



Véta 1. Pro zadané n a zadané mnoZiny S1,Sa, ..., Sk C [n] lze v dase O(n +
k+ Zle [Si) bud zjistit, ze Cyc,(S1,...,Sk) je prdzdnd, nebo zkonstruovat
PQ-strom T, pro néjZ plati Ry = Cyc,,(S1,...,S%).

édsteény’ dikaz Véty 1. Nebudeme zde probirat cely ditkaz této véty, pouze si
predvedeme, jak se da piislusny PQ-strom zkonstruovat. Z popisu tohoto po-
stupu bude ziejmé, Ze konstrukci Ize provést v polynomialnim ¢ase. Pro linearni
odhad na ¢asovou slozitost by bylo potfeba pouzit pomérné netrivialni amorti-
zaci jednotlivych operaci, coz délat nebudeme.

Pro zadané mnoziny Si,...,S; zkonstruujeme postupné posloupnost PQ-
stromi 7o, T4, ..., Tk, kde T; bude reprezentovat mnozinu Cyc, (51,...,S5;) a
T bude reprezentovat mnozinu vsech cyklickych permutaci mnoziny [n].

Strom Tj vyrobime snadno: obsahuje jeden vnitini vrchol typu P, s nimz
sousedi vSech n listi.

Nyni pfedpokladejme, ze uz jsme pro néjaké ¢ > 0 zkonstruovali strom 7T;
reprezentujici Cyc,, (S1,...,S;). Popisme, jak tento strom modifikovat na strom
T; 11 reprezentujici Cyc,, (51, . .., Si+1). Oznaéme S := S;;1 a S := [n]\ S. Necht
e je libovolna hrana stromu T; a necht T’ je jedna ze dvou komponent grafu
T; — e, tedy T’ je néjaky podstrom stromu 7T;. Rekneme, ze T" je plny, pokud
vSechny listy T; pat¥ici do T” reprezentuji prvky S, naopak T” je prdzdng, pokud
viechny tyto listy reprezentuji prvky S, a koneéné 7" je smisenyj, pokud na svych
listech ma prvky Si S. Rekneme, 7e hrana e je smisend, pokud obé komponenty
T; — e jsou smiSené podstromy.

Necht Eg je mnozina v8ech smiSenych hran 7;. Vsimnéme si, ze hrany Eg
tvori souvisly podgraf T;, nebot mam-li dvé smiSené hrany e,e’, tak i kazda
hrana na cestd mezi e a €’ je smiSena.

Vsimnéme si také, Ze pokud je néktery vrchol stromu T; incidentni s alespon
tfemi smiSenymi hranami, tak mnozina S = S;;1 neni cyklicky interval v zadné
cyklické permutaci reprezentované stromem T, a tedy Cyc,,(S1,...,Si+1) = 0.

Odted piedpokladejme, ze kazdy vrchol T; je incidentni s nejvySe dvéma
smiSenymi hranami. Tedy bud je Eg prazdné, nebo tvoii cestu v T;. P¥ipad, kdy
FEg je prazdna, je jednodussi a pfenechdme ho ¢tenaitim jako cviceni. Zabyvejme
se nyni situaci, kdy Eg tvori cestu P. Ozna¢me vrcholy této cesty vy, va, ..., v
v pofadi, v jakém lezi na cesté Eg. VSimnéme si, ze vSechny hrany vychézejici
z vrcholdl vy, ..., vy, které nepati{ do cesty Es, vedou bud do plného nebo do
prazdného podstromu.

Predstavme si nyni, Ze cesta Fg je nakreslena vodorovné, s vrcholy oznace-
nymi v1,..., v, zleva doprava. Se stromem 7; provedeme postupné nasledujici
tpravy (viz. Obrazek 2):

1. Nahradime T; ekvivalentnim stromem T takovym, Ze v kazdém vrcholu v,
budou hrany vedouci do plnych podstromi nad cestou Eg a hrany vedouci
do prazdnych podstromi pod ni. Pokud takovy ekvivalentni strom neexis-
tuje, tak S; 11 netvoii cyklicky interval v zadné permutaci reprezentované
stromem T; a muZeme skondit.

2. Kaidy vrchol v; rozdélime na dva nové vrcholy 11;.“ av; stejného typu jako



Obréazek 2: Postup, jak ze stromu 7T; vytvofit strom T;y1. Vyplnéné trojiahel-
nicky odpovidaji plnym podstromtim, prazdné trojihelnicky odpovidaji prazd-
nym podstromum.



v;, kde Uf bude mit za sousedy plné podstromy sousedici s vj, a v;” naopak
ty prazdné. Cyklické pofadi sousedii bude stejné jako u v;. Zaroveii cestu

FEs nahradime jednim novym Q-vrcholem w, ktery bude mit za sousedy

vrcholy vf‘, v;, ce b oL vp, v tomto cyklickém pofadi. V cyklickém
poradi sousedt u vrcholi v;’ a v; bude w na té pozici, na které byly u v;
hrany Eg.

3. Pokud né&ktery vrchol v; byl Q-vrchol, tak zkontrahujeme hranu mezi w a
vj, Jakoz i hranu mezi w a v; . To znamena, Ze tam, kde je k w pfipojen
vrchol v;r (nebo v;)7 budou misto néj k w pripojeny vrcholy sousedici s

+

v (resp. v ).

4. Pokud ve vzniklém stromé existuje P-vrchol nebo Q-vrchol stupné 1, sma-
zeme ho. Pokud existuje P-vrchol nebo Q-vrchol stupné 2, nahradime ho
hranou spojujici jeho dva sousedy.

Strom vytvoreny vySe zminénymi kroky oznac¢ime T; 1. Da se dokazat, Ze tento
strom reprezentuje presné mnozinu Cyc,,(S1, ..., Si+1). Formalni dikaz tohoto
faktu ovSem délat nebudeme. O

Poznamenejme, Ze v literatufe se kromé nezakorenénych PQ-stromi, které
jsme si zde predstavili, ¢asto uziva i zakorenéna verze PQ-stromi, ktera funguje
obdobné, ale slouzi k reprezentaci obycejnych permutaci a intervalt, nikoliv
cyklickych permutaci a cyklickych intervali. Popis konstrukce zakofenénych PQ-
stromi je vice technicky, proto jsme se soustfedili na nezakofenénou verzi.

Rozpoznavani intervalovych grafi

Diky PQ-stromum lze problém TcI, a tedy i T, feSit v linearnim ¢ase. Nyni
ukazeme, jak toto vyuzit k ziskdn{ linedrntho algoritmu pro rozpoznavani interva-
lovych grafi. Pomize nam nasledujici ekvivalentni charakterizace intervalovych
grafu.

Véta 2. Graf G = (V, E) je intervalovy prdvé tehdy, kdyz jeho maximdlni kliky
lze uspotrddat do posloupnosti Q1,Q2,...,Q tak, Ze pro kaZdy vrchol x € V
tvori kliky obsahujici vrchol x interval v této posloupnosti. (Mazimdlni klikou
zde rozumime kliku maximdlni vzhledem k inkluzi, tj. nikoliv nutné nejvétsi.

Diikaz. =: Necht G je intervalovy graf se zadanou intervalovou reprezentaci,
kterda kazdému vrcholu x pfifazuje interval I,.. Potom pro kazdou maximéalni
kliku @ v grafu G existuje realné ¢islo ag takové, Ze () obsahuje pfesné vrcholy
x, pro néz plati ag € I;. Usporddame-li maximalni kliky zleva doprava podle
hodnot ag, dostaneme uspotaddani spliiujici pravou stranu ekvivalence.

<: Naopak, necht plati prava strana ekvivalence, tj. mame dané p¥islusné
poradi maximélnich klik Q1,...,Q;. Necht = je libovolny vrchol. Dle pfedpo-
kladu existuji indexy ¢ < j takové, ze = patii pravé do klik Q;, Qiy1,...,Q;.
Pitadme vrcholu x interval I, = [i, j]. Snadno ovéfime, Ze toto je intervalova
reprezentace grafu G. O



Véta 3. Intervalové grafy lze rozpozndvat v linedrnim case.

Diikaz. M&jme graf G = (V, E) s n vrcholy a m hranami. Jak uz vime z pfedcho-
zich prednések, lze v linearnim ¢ase ovérit, ze G je chordalni, a pripadné zkon-
struovat jeho perfektni elimina¢ni schéma x1, ..., x,. Protoze intervalové grafy
jsou podtiida chordalnich graft, pfedpokladejme, ze G je chordalni a méjme
jeho PES.

Nasim cilem je ovéfit podminku na usporddani maximélnich klik z Véty 2.

Ozna¢me N; mnozinu vrcholi, ktera obsahuje vrchol z; spolu se vSemi jeho
levymi sousedy, jinymi slovy:

N; = {1’1} @] {.’L'j7 7 < z&{xj,xl} € E}

Z vlastnosti PES plyne, ze kazd4 mnozina N; je klika, navic snadno nahlédneme,
7e vSechny maximalni kliky patfi mezi Ny,..., N,.

Neni také tézké poznat, Ze néktera klika N; neni maximéalni. Ostra inkluze
N; € Nj plati pravé tehdy, kdyz z; je levy soused x; a pocet levych sousedt z;
je roven poctu levych sousedii x; lezicich vlevo od x;. Na zakladé této vlastnosti
v ¢ase O(n + m) najdeme seznam vSech maximalnich klik grafu G.

Nasledné pro kazdy vrchol x; najdeme mnozinu téch maximalnich klik, které
obsahuji x;. Pocet takovychto klik je nejvySe o jedna vé&tsi neZz pocet pravych
sousedu z;, takZe celkové velikost téchto mnozin je O(m + n).

Otestovat existenci posloupnosti klik z Véty 2 tedy odpovida feSeni instance
problému T1 o velikosti O(n + m). Jelikoz 1ze problém T1 vyfesit v linedrnim
¢ase, mame linearni algoritmus pro rozpoznavani intervalovych grafu. O



