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vesely+ads1@iuuk.mff.cuni.cz

https://iuuk.mff.cuni.cz/∼vesely/vyuka/ls24/ads1.html
Powered by BeamerikZ

https://www.mimuw.edu.pl/~mskrzypczak/projects/beamerikz/


Datové struktury

Způsob uložeńı dat, který umožňuje určitou sadu operaćı

Dva pohledy: 1.
”
černá sǩŕıňka“ s daným rozhrańım, tedy operacemi

2. konkrétńı implementace

Př́ıklady: • fronta (first in, first out, FIFO) — operace Enqueue a Dequeue

• zásobńık (last in, first out, LIFO) — operace Push, Pop

• prioritńı fronta — implementace haldou

• problém Union-Find (udržováńı komponent souvislosti grafu)

• reprezentace množiny kĺıč̊u X ⊆ U , kde je U je univerzum

• operace: Insert, Delete, IsMember?

• slovńık — množina dvojic (k, v), kde k je kĺıč a v hodnota

• uspǒrádaná množina / slovńık — nav́ıc: Min, Max, Předchůdce, atd.

Př́ıklady implementaćı: • pole, spojový seznam, binárńı halda

• binárńı vyhledávaćı strom (BVS)

• hešovaćı tabulka
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• problém Union-Find (udržováńı komponent souvislosti grafu)
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Dva pohledy: 1.
”
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• slovńık — množina dvojic (k, v), kde k je kĺıč a v hodnota
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Datové struktury
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2. konkrétńı implementace
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• prioritńı fronta — implementace haldou
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Binárńı vyhledávaćı stromy (BVS)

Binary search tree (BST)

• pro problém uspǒrádaného slovńıku (nebo uspǒrádané množiny kĺıč̊u)

1. AVL stromy = hloubkově vyvážené stromy

• G. M. Adel’son-Velskij a Je. M. Landis ’62

• pro každý vrchol se hloubka podstromů levého a pravého syna lǐśı max. o 1

• maj́ı logaritmickou hloubku
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V́ıcecestné vyhledávaćı stromy

(a, b)-stromy pro a ≥ 2, b ≥ 2a − 1

• Každý vniťrńı vrchol má a až b synů, kǒren má 2 až b synů

• Listy na stejné hladině a virtuálńı (NULL)

B-stromy [Bayer, McCreight ’70]

• (a, 2a − 1)- nebo (a, 2a)-stromy

• data někdy jen nejnižš́ı hladině nad listy, vyš̌śı hladiny obsahuj́ı pomocné kĺıče
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Červeno-černé stromy [Bayer ’72]

varianta left-leaning (LLRB) [Sedgewick ’08]

• p̌reklad (2, 4)-stromů na binárńı stromy

Jiná varianta červeno-černých stromů:

• Každý vrchol je černý nebo červený

• Kǒren a (virtuálńı) listy jsou černé

• Pokud je vrchol červený, oba jeho synové jsou čerńı

• Pro lib. vrchol v plat́ı, že každá cesta z v do listu má stejný # černých vrchol̊u.
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Binárńı vyhledávaćı stromy: shrnut́ı

• AVL stromy: menš́ı hloubka než červeno-černé stromy, náročněǰśı udržovat

• (a, b)-stromy: vhodné pro v́ıce úrovńı paměti, pop̌r. databáze

• Červeno-černé stromy: lze dostat O(1) rotaćı p̌ri mazáńı

Splay stromy

• nevyvážený BVS

• p̌ri p̌ŕıstupu na vrchol vyrotujeme vrchol do kǒrene

• preferujeme dvojité rotace

• amortizovaná složitost O(log n)
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• Červeno-černé stromy: lze dostat O(1) rotaćı p̌ri mazáńı
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Ṕısmenkový strom (trie, prefixový strom)

• trie: ze slov tree a retrieval
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Intervalový strom

• dána posloupnost č́ısel x0, . . . , xn−1

• zodpov́ıdá intervalové dotazy na součet / minimum / maximum / . . .

• uḿı zpracovat aktualizaci hodnot posloupnosti

• včetně změny všech hodnot v intervalu (ĺıně)
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• včetně změny všech hodnot v intervalu (ĺıně)
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Hešováńı (Hašováńı, Hashováńı) — Hashing

Hešovaćı tabulka: DS pro reprezentaci množiny (slovńıku) bez uspǒrádáńı

• pokud nepoťrebujeme hledat k-tý nejmenš́ı kĺıč, součet hodnot kĺıč̊u v intervalu, apod.

•
”
náhodnou“ funkćı h si zobraźıme množinu X ⊆ U do hešovaćı tabulky

• hešovaćı tabulka ∼ pole s m p̌rihrádkami, kde m = Θ(n)

• kolize = dva prvky z X skonč́ı ve stejné buňce

Hlavńı části hešovaćı tabulky:

1. Hešovaćı funkce

2. Řešeńı koliźı:

• Separované řet́ızky — spojový seznam v každé buňce

• pr̊uměrná délka řet́ızku je n/m, stejně tak sťredńı hodnota

• hledáńı, p̌ridáváńı a mazáńı pr̊uměrně v čase O(1 + n/m)

• Otev̌rená adresace — v buňce tabulky max. jeden kĺıč

3. Přehešováváńı: pokud n/m p̌ŕılǐs vzroste, zvěťśıme m dvakrát

• amortizovaná složitost O(1) na vložeńı prvku

• lze také p̌rehešovávat, pokud je n/m p̌ŕılǐs malé
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1. Hešovaćı funkce
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• pr̊uměrná délka řet́ızku je n/m, stejně tak sťredńı hodnota

• hledáńı, p̌ridáváńı a mazáńı pr̊uměrně v čase O(1 + n/m)

• Otev̌rená adresace — v buňce tabulky max. jeden kĺıč

3. Přehešováváńı: pokud n/m p̌ŕılǐs vzroste, zvěťśıme m dvakrát

• amortizovaná složitost O(1) na vložeńı prvku

• lze také p̌rehešovávat, pokud je n/m p̌ŕılǐs malé
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Hešováńı a narozeniny

Necht’ h je plně náhodná (každý prvek z U zahešován uniformně a nezávisle na ostatńıch).

Do hešovaćı tabulky vlož́ıme n prvk̊u.

Jak velké m zvolit, aby nenastala kolize s pravděpodobnost́ı ťreba 99 %?

Narozeninový paradox:

• pokud je v ḿıstnosti ≥ 23 lid́ı, s pravděpodobnost́ı ≥ 50 % jsou tu dva se

stejnými narozeninami

⇒ poťrebovali bychom m ∈ Ω(n2) pro konstantńı pravděpodobnost žádné kolize
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⇒ poťrebovali bychom m ∈ Ω(n2) pro konstantńı pravděpodobnost žádné kolize
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Otev̌rená adresace

• v p̌rihrádce (buňce tabulky) max. jeden kĺıč

• každý kĺıč má vyhledávaćı posloupnost = permutaci [m] = {0, 1, . . . ,m − 1}
• dána funkćı g(x , i), kde x je kĺıč a i ∈ [m]

1. Lineárńı p̌ridáváńı: g(x , i) = (h(x) + i) mod m

• h : U → [m] je
”
běžná“ hešovaćı funkce

• Výhoda: sekvenčńı p̌ŕıstup do paměti (tj. dob̌re se chová ke keš́ım CPU)

• Nevýhoda: tvǒŕı se souvislé bloky obsazených buněk

2. Dvojité hešováńı: g(x , i) = (h1(x) + h2(x)) · i mod m

• h1 a h2 jsou hešovaćı funkce z U do [m]

• h2(x) a m muśı být nesoudělné ⇒ hod́ı se ḿıt m prvoč́ıselné

• opačné (ne)výhody oproti lineárńımu p̌ridáváńı

Jak mazat?

• Nelze jen smazat kĺıč — hroźı p̌rerušeńı vyhledávaćı posloupnosti jiného kĺıče!

• Řešeńı: pomńıčky — kĺıč jen označ́ıme za smazaný, buňku necháme obsazenou

• Když je v tabulce p̌ŕılǐs mnoho pomńıčk̊u, vše p̌rehešujeme
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Hešovćı funkce

• Plně náhodná (každý prvek z U zahešován uniformně a nezávisle na ostatńıch).

• Poťrebuje prostor Ω(|U|) na uložeńı :-(

Praktické funkce h:

• Lineárńı kongruence: hlin(x) = a · x mod m

• a nesoudělné s m, nap̌r. m prvoč́ıslo a a ≈ 0.618 ·m

• Vyš̌śı bity součinu (multiply-shift): hMS(x) = (a · x mod 2w) >> (w − `)

• a liché, m = 2`. Předpokládáme, že x , a jsou w -bitová č́ısla

• Skalárńı součin: hskal
(

(x0, . . . , xd−1)
)

=
(∑d−1

i=0 aixi
)

mod m

• parametry a0, . . . , ad−1 (měly by být r̊uzné)

• Polynomiálńı: hpoly
(

(x0, . . . , xd−1)
)

=
(∑d−1

i=0 aixi

)
mod m

• jen jeden parametr a, hod́ı se ḿıt m prvoč́ıselné

• Tabelace

• MurmurHash, ...
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• Lineárńı kongruence: hlin(x) = a · x mod m
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Univerzálńı a k-nezávislé hešováńı

Definice. Systém funkćı H z univerza U do [m] = {0, . . . ,m − 1} je c-univerzálńı

pro c ≥ 1, pokud ∀x , y ∈ U , x 6= y : Pr
h∈H

[h(x) = h(y)] ≤ c

m
.

• p̌r. 1-univerzálńıho systému: Hlin = {ha,b | a, b ∈ [p], a 6= 0}
• kde ha,b = ((ax + b) mod p) mod m a p ≥ |U| je prvoč́ıslo

Definice. Systém funkćı H z univerza U do [m] je (2, c)-nezávislý pro c ≥ 1, pokud

∀x1, x2 ∈ U , x1 6= x2, ∀y1, y2 ∈ [m] : Pr
h∈H

[h(x1) = y1 ∧ h(x2) = y2] ≤ c

m2
.

• p̌r. (2, c)-nezávislého systému: Hlin

• někdy se (2, c)-nezávislosti ř́ıká silná c-univerzalita

Definice. Systém funkćı H z univerza U do [m] je k-nezávislý pro k ≥ 2, pokud

∀x1, . . . , xk ∈ U r̊uzné, ∀y1, . . . , yk ∈ [m] : Pr
h∈H

[h(x1) = y1∧· · ·∧h(xk) = yk ] ≤ O(1)

mk
.

• p̌r.: funkce
((∑k−1

i=0 aix
i
)

mod p
)

mod m a p ≥ |U| je prvoč́ıslo
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