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Prohledáváńı do hloubky (DFS) i pro nesouvislé grafy — pseudokód

function DFSmain(G = (V ,E ))
∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený

∀v ∈ V : in(v), out(v) ←∞
T ← 0

for all v ∈ V : stav(v) = (N) do . projdeme i nesouvislý graf
DFS-rec(v)

end for
end function
function DFS-rec(v)

stav(v) ← (O) . Otev̌reme vrchol

T ← T + 1, in(v) ← T

for all ∀vw ∈ E : do
if stav(w) = (N) then

DFS-rec(w)
end if

end for
stav(v) ← (Z) . Zav̌reme vrchol

T ← T + 1, out(v) ← T

end function
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Mosty: opakováńı

Hrana e ∈ G je most, pokud G − e má v́ıce komponent než G

• Lemma: e neńı most právě tehdy, když e lež́ı na kružnici

• Pozorováńı: zpětné hrany nemohou být mosty

Artikulace

Vrchol v ∈ G je artikulace, pokud G − v má v́ıce komponent než G

• Lemma: v neńı artikulace právě tehdy, když pro každé dva jeho r̊uzné sousedy

x a y existuje kružnice obsahuj́ıćı hrany vx a vy
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Artikulace

Vrchol v ∈ G je artikulace, pokud G − v má v́ıce komponent než G
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Acyklické orientované grafy

Directed acyclic graphs (DAG)

výlet!

připravit svačinu

nakoupitvstát

vyčistit si zubyoblečeńı

sbalit batohprobudit se

nasńıdat se

• Plánováńı pomoćı topologického pǒrad́ı (uspǒrádáńı)

• Reálná aplikace: Make a Snakemake
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sbalit batohprobudit se
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Hledáńı komponent silné souvislosti (KSS)

Algoritmus Kosaraju-Sharir (’78 a ’81)

1. pokus o algoritmus:

function KSSnaive(G = (V ,E ))
∀v ∈ V : komp(v) ← nedef.
while G neńı prázdný do

DFS(GT )
w ← vrchol s max. outem v GT . w lež́ı ve zdrojové KSS v GT , tedy stokové pro G
DFS-recursive(G , w)

projde jen KSS, v ńıž lež́ı w ; navšt́ıveným vrchol̊um v p̌rǐrad́ıme komp(v)← w
Smažeme z G vrcholy KSS, v ńıž lež́ı w

end while
end function

Jakou má časovou složitost?

Pojd’me to zlepšit na lineárńı složitost!
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Hledáńı komponent silné souvislosti (KSS)

Tarjanův algoritmus (’72)

• jen jedno spuštěńı DFS

• Lemma: každá KSS indukuje v DFS stromu slabě souvislý podgraf

• (důkaz v učebnici)
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Hledáńı nejkraťśıch cest z v0 pro nezáporné délky

Dijkstr̊uv algoritmus (’56)

function Dijkstra(G = (V ,E ), délky hran ` : E → R+
0 , počátečńı vrchol v0)

∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
∀v ∈ V : h(v)←∞ . Ohodnoceńı (

”
bud́ık“); na konci vzdálenost z v0

stav(v0) ← (O), h(v0)← 0
while existuje otev̌rený vrchol do

v ← otev̌rený vrchol s nejmenš́ım h(v) . ExtractMin
for all vw ∈ E do

if h(w) > h(v) + `(vw) then . Relaxace hrany
h(w)← h(v) + `(vw) . Insert nebo DescreaseKey
stav(w) ← (O)

end if
end for
stav(v) ← (Z) . Zav́ıráme v

end while
end function

TODO list:

1. časová složitost (za p̌redpokladu, že každý vrchol uzav̌ren jen jednou)

2. správnost pro libovolné nezáporné délky hran

3. co s grafy se zápornými délkami, ale bez záporných cykl̊u?
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0 , počátečńı vrchol v0)

∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
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0 , počátečńı vrchol v0)

∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
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Hledáńı nejkraťśıch cest z v0 pro nezáporné délky
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end while
end function

TODO list:
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Hledáńı nejkraťśıch cest z v0: relaxačńı meta-algoritmus

function RelaxMetaAlg(G = (V ,E ), délky hran ` : E → R, počátečńı vrchol v0)
∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
∀v ∈ V : h(v)←∞ . Ohodnoceńı (

”
bud́ık“); na konci vzdálenost z v0

stav(v0) ← (O), h(v0)← 0
while existuje otev̌rený vrchol do

v ← nějaký otev̌rený vrchol
for all vw ∈ E do

if h(w) > h(v) + `(vw) then . Relaxace hrany
h(w)← h(v) + `(vw)
stav(w) ← (O)

end if
end for
stav(v) ← (Z) . Zav́ıráme v

end while
end function
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Hledáńı nejkraťśıch cest z v0

Bellmanův-Fordův algoritmus (’58 a ’56; Shimbel ’55)

• pro grafy bez záporných cykl̊u (ale záporné hrany jinak nevad́ı)

function BellmanFordAlg(G = (V ,E ), délky hran ` : E → R, počátečńı vrchol v0)
∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
∀v ∈ V : h(v)←∞ . Ohodnoceńı (

”
bud́ık“); na konci vzdálenost z v0

stav(v0) ← (O), h(v0)← 0
while existuje otev̌rený vrchol do

v ← nejdéle otev̌rený vrchol
for all vw ∈ E do

if h(w) > h(v) + `(vw) then . Relaxace hrany
h(w)← h(v) + `(vw)
stav(w) ← (O)

end if
end for
stav(v) ← (Z) . Zav́ıráme v

end while
end function

• Časová složitost O(n ·m) — uḿı se lepš́ı algoritmus? Ano! (pro celoč́ıselné délky)

• Článek z konference FOCS 2022 :
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∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
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• Článek z konference FOCS 2022 :

Pavel Veselý Algoritmy a datové struktury 1 8 / 11



Hledáńı nejkraťśıch cest mezi každou dvojićı vrchol̊u

Floydův-Warshall̊uv algoritmus (’62; Roy ’59)

• pro grafy bez záporných cykl̊u (ale záporné hrany jinak nevad́ı)

• bude v rámci dynamického programováńı
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Hledáńı minimálńı kostry — 3 základńı hladové algoritmy

1. Jarńık̊uv algoritmus [Jarńık ’30, Prim ’57, Dijkstra ’59]

• stav́ı min. kostru z jednoho vrcholu

• Implementace Jarńıkova algoritmu à la Dijkstra
function Jarńık(G = (V ,E ), váhy hran w : E → R)

v0 ← libovolný vrchol
∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
∀v ∈ V : h(v)←∞, p(v)← nedef. . Ohodnoceńı a p̌redchůdce
stav(v0) ← (O), h(v0)← 0
T ← ({v0}, ∅) . strom jen v0 bez hran
while existuje otev̌rený vrchol do

v ← otev̌rený vrchol s nejmenš́ım h(v) . ExtractMin
Přijde v do T a pokud je p(v) definováno, pak i hranu {v , p(v)}
for all vu ∈ E do

if h(u) > w(vu) a stav(u) 6= (Z) then
h(u)← w(vu) . Insert nebo DescreaseKey
p(u)← v . p̌redchůdce
stav(u) ← (O)

end if
end for
stav(v) ← (Z) . Zav́ıráme v

end while
end function

2. Bor̊uvk̊uv algoritmus [Bor̊uvka ’26], znovu objeven ťrikrát

• Bor̊uvkova motivace: konstrukce efektivńı elektrické śıtě na Moravě

• stav́ı min. kostru paralelně ze všech vrchol̊u

•
”
paralelńı Jarńık“

3. Kruskal̊uv algoritmus [Kruskal ’56]

• p̌ridává hrany od nejlehč́ı po nejtěžš́ı, pokud p̌ridáńı hrany nevytvǒŕı cyklus
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1. Jarńık̊uv algoritmus [Jarńık ’30, Prim ’57, Dijkstra ’59]

• stav́ı min. kostru z jednoho vrcholu

• Implementace Jarńıkova algoritmu à la Dijkstra
function Jarńık(G = (V ,E ), váhy hran w : E → R)

v0 ← libovolný vrchol
∀v ∈ V : stav(v) ← (N) . Výchoźı stav je (N)=nenalezený
∀v ∈ V : h(v)←∞, p(v)← nedef. . Ohodnoceńı a p̌redchůdce
stav(v0) ← (O), h(v0)← 0
T ← ({v0}, ∅) . strom jen v0 bez hran
while existuje otev̌rený vrchol do

v ← otev̌rený vrchol s nejmenš́ım h(v) . ExtractMin
Přijde v do T a pokud je p(v) definováno, pak i hranu {v , p(v)}
for all vu ∈ E do

if h(u) > w(vu) a stav(u) 6= (Z) then
h(u)← w(vu) . Insert nebo DescreaseKey
p(u)← v . p̌redchůdce
stav(u) ← (O)

end if
end for
stav(v) ← (Z) . Zav́ıráme v

end while
end function

2. Bor̊uvk̊uv algoritmus [Bor̊uvka ’26], znovu objeven ťrikrát

• Bor̊uvkova motivace: konstrukce efektivńı elektrické śıtě na Moravě
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•
”
paralelńı Jarńık“
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∀v ∈ V : h(v)←∞, p(v)← nedef. . Ohodnoceńı a p̌redchůdce
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Přijde v do T a pokud je p(v) definováno, pak i hranu {v , p(v)}
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Minimálńı kostry — co se uḿı?

• Algoritmus s lineárńı časovou složitost́ı pro

• celoč́ıselné váhy

•
”
husté“ grafy, stač́ı m/n ≥ log log log n

• Algoritmus s
”
pr̊uměrně“ lineárńı časovou složitost́ı [Karger, Klein, Tarjan ’95]

• Sťredńı hodnota časové složitosti je O(m)

• Optimálńı deterministický algoritmus v porovnávaćım modelu

• [Pettie & Ramachandran ’02]

• Neznáme však jeho časovou složitost!

• Nejlepš́ı horńı odhad je O(mα(m, n)) [Chazelle ’00]

• α je inverze Ackermannovy funkce

• α(m, n) ≤ 4 pro všechny praktické hodnoty m, n
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•
”
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pr̊uměrně“ lineárńı časovou složitost́ı [Karger, Klein, Tarjan ’95]
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