4. CVICENI Z UVODU DO APROXIMACI

Je hladové rozvrhovani do batohu splnitelné?

PRIKLAD PRVNI Uvazujme ROZVRHOVANI SE ZAVISLOSTMI: rozvrhujeme tlohy riiznych
délek na m pocitaca (m soucasti vstupu), ale navic mame zavislosti mezi tlohami. Pfesné&ji, na
ulohach je definovany acyklicky graf a tdlohu je mozné zahdajit az ve chvili, kdy jsou dokonceny
vSechny tlohy ji pfedchazejici v grafu.
1. Dokazte, ze nasledujici dolni odhad na optimum je pravdivy:
,OPT > délka libovolného Tetézu tloh, kde fetéz chédpeme jako orientovanou cestu v grafu
zavislosti. Jeho délka je pak soucet délek tloh na Tetézu.“
2. Navrhnéte hladovy algoritmus a dokazte, Ze je 2-aproximacni.

PRIKLAD DRUHY Méjme klasicky NP-t&zky PROBLEM BATOHU, to jest je dano n objekti,
pricemz i-ty objekt ma& vahu w; a cenu ¢;, a my mame batoh o nosnosti B, do kterého chceme
naskladat objekty o co nejvétsi celkové cené.

1. Rozmyslete si, pro¢ ,naivné hladovy algoritmus®, to jest ,,vlozim nejdrazsi objekt, co se vejde,
do batohu, a pokracuji dale“, je $patnym.

2. OK, tak zkusme tento algoritmus: set¥idme si objekty podle hustoty” (pomér cena/velikost),
prochazejme je od nejhust$iho a berme jen ty, které se vejdou. Prozradim vam, ze i tento
algoritmus nebude mit dobry vysledek. Najdéte vstup, kde selze.

3. Navrhnéte uz funkéni 2-aproximacni algoritmus pro tento problém. Algoritmus nemusi nutné
byt hladovy.

Hint: Kdyz prochézite objekty podle hustoty, muze se vaim stat, ze objekt P se vam do batohu
nevejde s vécmi, co uz tam mate. Co je chytré udélat potom?

PRIKLAD TRETI Dalsi ze zajimavych metrickych problémi je PROBLEM k CENTER, kde na
vstupu je mnozina V. |V| = n bodi v metrice a my vybirame k center (k-prvkovou podmnozinu z n
bodi) tak, aby body byly co nejblize centrim — aby ten nejvzdalenéjsi bod od v8ech stiedisek byl co
nejblize. Formalné minimalizujeme funkei w(S) = maxyey d(p, S), kde d(p, S) je vzdalenost mezi p a
nejblizs§im z S.

Navrhnéte a zanalyzujte hladovy 2-aproximacni algoritmus pro PROBLEM k CENTER.

Tip: Pozor, nas algoritmus i optimum zvoli pravé k£ bodi, aproximacni pomér ovlivni jen povolenou
chybu vzdalenosti. V analyze se k bodi optima néjak musi projevit — dava tedy smysl zacit tak, ze
uvazujete optimélni vybér k bodu a srovnavate ji s vasim vybérem.

PRIKLAD CTVRTY Pravdépodobnostni algoritmus pro MAX SAT, ktery zvoli z; = 1's pravdépodob-
nosti 1/2, je jen 1/2-aproximac¢ni v instancich, které obsahuji mnoho klauzuli (z;) nebo (—z;), ale je
efektivnéjsi pro klauzule délky 2 a delsi.

Pojdme nahlédnout, Ze miuZeme piedpokladat trochu hezéi vstup:

1. Dokazte, ze mame-li c-aproximacni algoritmus pro MAX SAT na vstupech, které neobsahuji
negativni jednoklauzule (—z;), tak ho umime pfetvofit na c-aproximaé¢ni algoritmus pro MAX
SAT s v8emi pripustnymi vstupy.

2. Dokazte, 7Ze stejny prevod plati i pro VAZENY MAX SAT, kde kazda klauzule mé vahu w; a my
maximalizujeme vaZeny soucet splnénych klauzuli max ), w;C;.



PRIKLAD PATY Pripomeite si celo¢iselny program pro MAX SAT a jeho linearni relaxaci.
Na prednasce jste vidéli 3/4-aproximad¢ni algoritmus pro MAX SAT, zalozeny na vybéru lepsiho ze
dvou feSeni, z ¢ehoz jedno teSeni bylo zalozené na zaokrouhlovani této linedrni relaxace. LepSim
zaokrouhlovanim linearni relaxace se Ize vyhnout vybéru ze dvou feSeni pii zachovani aproximacniho
poméru 3/4.

Najdéte instanci, tedy mnozinu klauzuli, takovou, Ze pro optimum relaxace OPT, a optimum instance
OPT plati OPT = (3/4)OPT,. To ukazuje, ze pomoci této linearni relaxace nedostaneme lepsi nez
3/4-aproximacni algoritmus. (Poméru mezi OPT; a OPT se fikd celo¢iselnd mezera, v angli¢ting
integrality gap.)

Hint: staci 2 proménné a 4 klauzule. Optimum relaxace je splni v8echny, kdezto celoc¢iselné optimum
splni jen 3 klauzule.



