
4. CVI�ENÍ Z ÚVODU DO APROXIMACÍ
Je hladové rozvrhování do batohu splnitelné?

P°íklad první Uvaºujme Rozvrhování se závislostmi: rozvrhujeme úlohy r·zných
délek na m po£íta£· (m sou£ástí vstupu), ale navíc máme závislosti mezi úlohami. P°esn¥ji, na
úlohách je de�novaný acyklický graf a úlohu je moºné zahájit aº ve chvíli, kdy jsou dokon£eny
v²echny úlohy jí p°edcházející v grafu.

1. Dokaºte, ºe následující dolní odhad na optimum je pravdivý:
�OPT ≥ délka libovolného °et¥zu úloh, kde °et¥z chápeme jako orientovanou cestu v grafu
závislostí. Jeho délka je pak sou£et délek úloh na °et¥zu.�

2. Navrhn¥te hladový algoritmus a dokaºte, ºe je 2-aproxima£ní.

P°íklad druhý M¥jme klasický NP-t¥ºký Problém batohu, to jest je dáno n objekt·,
p°i£emº i-tý objekt má váhu wi a cenu ci, a my máme batoh o nosnosti B, do kterého chceme
naskládat objekty o co nejv¥t²í celkové cen¥.

1. Rozmyslete si, pro£ �naivn¥ hladový algoritmus� , to jest �vloºím nejdraº²í objekt, co se vejde,
do batohu, a pokra£uji dále� , je ²patným.

2. OK, tak zkusme tento algoritmus: set°i¤me si objekty podle �hustoty� (pom¥r cena/velikost),
procházejme je od nejhust²ího a berme jen ty, které se vejdou. Prozradím vám, ºe i tento
algoritmus nebude mít dobrý výsledek. Najd¥te vstup, kde selºe.

3. Navrhn¥te uº funk£ní 2-aproxima£ní algoritmus pro tento problém. Algoritmus nemusí nutn¥
být hladový.
Hint: Kdyº procházíte objekty podle hustoty, m·ºe se vám stát, ºe objekt P se vám do batohu
nevejde s v¥cmi, co uº tam máte. Co je chytré ud¥lat potom?

P°íklad t°etí Dal²í ze zajímavých metrických problém· je Problém k center, kde na
vstupu je mnoºina V, |V | = n bod· v metrice a my vybíráme k center (k-prvkovou podmnoºinu z n
bod·) tak, aby body byly co nejblíºe centr·m � aby ten nejvzdálen¥j²í bod od v²ech st°edisek byl co
nejblíºe. Formáln¥ minimalizujeme funkci u(S) = maxp∈V d(p, S), kde d(p, S) je vzdálenost mezi p a
nejbliº²ím z S.

Navrhn¥te a zanalyzujte hladový 2-aproxima£ní algoritmus pro Problém k center.

Tip: Pozor, ná² algoritmus i optimum zvolí práv¥ k bod·, aproxima£ní pom¥r ovlivní jen povolenou
chybu vzdálenosti. V analýze se k bod· optima n¥jak musí projevit � dává tedy smysl za£ít tak, ºe
uvaºujete optimální výb¥r k bod· a srovnáváte ji s va²im výb¥rem.

P°íklad £tvrtý Pravd¥podobnostní algoritmus proMax Sat, který zvolí xi = 1 s pravd¥podob-
ností 1/2, je jen 1/2-aproxima£ní v instancích, které obsahují mnoho klauzulí (xi) nebo (¬xj), ale je
efektivn¥j²í pro klauzule délky 2 a del²í.

Poj¤me nahlédnout, ºe m·ºeme p°edpokládat trochu hez£í vstup:

1. Dokaºte, ºe máme-li c-aproxima£ní algoritmus pro Max Sat na vstupech, které neobsahují
negativní jednoklauzule (¬xi), tak ho umíme p°etvo°it na c-aproxima£ní algoritmus pro Max

Sat s v²emi p°ípustnými vstupy.
2. Dokaºte, ºe stejný p°evod platí i pro Váºený Max Sat, kde kaºdá klauzule má váhu wi a my

maximalizujeme váºený sou£et spln¥ných klauzulí max
∑

i wiCi.



P°íklad pátý P°ipome¬te si celo£íselný program pro Max Sat a jeho lineární relaxaci.
Na p°edná²ce jste vid¥li 3/4-aproxima£ní algoritmus pro Max Sat, zaloºený na výb¥ru lep²ího ze
dvou °e²ení, z £ehoº jedno °e²ení bylo zaloºené na zaokrouhlování této lineární relaxace. Lep²ím
zaokrouhlováním lineární relaxace se lze vyhnout výb¥ru ze dvou °e²ení p°i zachování aproxima£ního
pom¥ru 3/4.

Najd¥te instanci, tedy mnoºinu klauzulí, takovou, ºe pro optimum relaxace OPTr a optimum instance
OPT platí OPT = (3/4)OPTr. To ukazuje, ºe pomocí této lineární relaxace nedostaneme lep²í neº
3/4-aproxima£ní algoritmus. (Pom¥ru mezi OPTf a OPT se °íká celo£íselná mezera, v angli£tin¥
integrality gap.)

Hint: sta£í 2 prom¥nné a 4 klauzule. Optimum relaxace je splní v²echny, kdeºto celo£íselné optimum
splní jen 3 klauzule.


