8. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Dualita

D: M¢jme linearni program s n proménnymi a m podminkami:
max ¢’z za podminek Az < bax >0 (P)

Pak jeho dudlem nazveme nasledujici linearni program s m proménnymi a n podmin-
kami:
min b7y za podminek ATy > cay >0 (D)

T(Slaba véta o dualité): Méjme maximalizacni linearni program (P) a jeho dudlni
(minimaliza¢ni) program (D). Pak pro libovolné feSeni z a libovolné feseni dualu y
plati, ze cTz < b7y,
Jinymi slovy, hodnota duélniho feseni je horni odhad na hodnotu libovolného primér-
niho reseni.
T(Silna véta o dualité): Pro ulohy (P) a (D) nastane pravé jedna z nésledujicich
moznosti:

1. Ani (P), ani (D) nema pfipustné feseni.

2. (P) je neomezena a (D) neméa pripustné reseni.

3. (P) nema piipustné feseni a (D) je neomezena.

4. Jak (P), tak (D) maji pfipustné feseni. Pak existuje optimélni feseni z* tlohy (P)

a optimalni Feseni y* tlohy (D) a plati cfa* = bly*.

Privodni program: V dudlu bude:
maximum minimum

max ¢z min by

m podminek m proménnych
n proménnych n podminek

t-t4 podminka méa < | y; > 0
t-td4 podminka méa > | y; <0
i-t4 podminka ma = | y; € R

zj >0 j-ta4 podminka ma >
rj <0 j-ta podminka mé <
z; € R j-t4 podminka ma =




PRIKLAD PRVNI Sestrojte dualni tlohu k nésledujici tloze:

max iy — 2Ty + 314
Ty — 63+ 14 <4
—x1+ 3x9 — 323 =0
6x1 — 229 + 223 — 424 > 5
To <0
ry >0

PRIKLAD DRUHY Sestrojte dualni tlohu k linearni relaxaci tlohy MINIMALNT VR-
CHOLOVE POKRYTI pro vazeny graf G = (V, E,w). Pro ptfipomenuti, uloha vypada
takto:

min Z w(v),

Ve=(uwv) € E:xy+x, > 1
YoeV:x,>0

Dopliiujici otdzka: Jaky problém fesi dudlni program (pro jednotkové vahy)?

PRIKLAD TRETI Predstavme si zadani linearnitho programu, jehoZ feSeni zatim
nezname:
machx, Az <b, x>0

Pomoci duality zkonstruujte novy linearni program, ktery spliuje:

e neobsahuje ucelovou funkei,

e ze soufadnic libovolného pfipustného feseni jde vy¢ist optimalni feseni ptivodniho.
PRIKLAD CTVRTY Dokazte nebo vyvratte tvrzeni:

e pro kazdy linearni program L plati, ze dual duélu L je ptvodni program L.
e Pokud ma linearni program optimum s celo¢iselnymi proménnymi, tak ma celoci-
selné optimalni rfeseni i dual.
PRIKLAD PATY Zformulujte linearni program, ktery resi tlohu NEJKRATST s, ¢-
CESTA v neorientovaném neohodnoceném grafu. Vysvétlete hlavni ideu vaseho lineér-
niho programu. AZ budete mit dany linearni program, zkonstruujte k nému duél.

Doplnugici otdzka: Ma i vas dualni program néjakou hlavni ideu?
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