
11. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Komplementarita a metoda °ez·

D(Volnost): M¥jme soustavu lineárních nerovnic (S) a v ní j-tou nerovnost

aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + . . .+ ajnxn ≤ bj.

M¥jme také n¥jaký vektor x′.

Pak volnost (slack) j-té nerovnosti v·£i °e²ení x′ je s(S)j = bj −
∑n

i=1 ajix
′
i. V²imn¥me si, ºe pro

p°ípustná °e²ení vºdy platí s(S)j ≥ 0. Pokud by nerovnost byla ≥, de�nujeme volnost jako s(S)j =∑n
i=1 ajix

′
i − bj, aby op¥t platilo s(S)j ≥ 0 pro p°ípustná °esení.

T(Komplementarita): M¥jme lineární program (P) a jeho duál (D) v následující form¥:

max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0, (P)

min bTy, ATy ≥ c, y ≥ 0. (D)

M¥jme také dvojici p°ípustných °e²ení primálu a duálu (x∗, y∗). Pak platí následující v¥ta: Dvojice
(x∗, y∗) je dvojicí optimálních °e²ení práv¥ tehdy, kdyº platí:

∀i ∈ {1, . . . , n} : x∗i · s
(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · y∗j = 0. (2)

P°íklad první Franta uhodl °e²ení x = (6, 2, 0) následujícího LP:

maxx1 + 2x2 − x3
2x1 + x2 + x3 ≤ 14

4x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 28

2x1 + 5x2 + 5x3 ≤ 30

x1, x2, x3 ≥ 0

Rozhodn¥te za pomoci komplementarity, zda Franta uhodl optimální °e²ení.

P°íklad druhý Franti²ka opsala od souseda p°i písemce z Optimalizací primál a optimální
°e²ení duálu. Primálem je:

min 10x1 − 4x2

x1 + 0.6x3 + 4x4 ≥ 43

x1 − x2 + 0.6x3 + 10x4 ≥ 27

x1 − x2 − 0.4x3 − x4 ≥ 24

x1 − x2 − 0.4x3 − 2x4 ≥ 22

x1 + 3.6x3 − 3x4 ≥ 56

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

Optimálním °e²ením duálu je y = (3.36, 0, 0, 6.48, 0.16). Úloha se v²ak ptala na optimální °e²ení
p·vodního programu. Do°e²te úlohu za Franti²ku s pouºitím komplementarity.



P°íklad t°etí Pro LP a jeho duál z druhého p°íkladu nalezn¥te dvojici nenulových vektor·
x a y takovou, ºe platí

∀i ∈ {1, . . . , n} : xi · s(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · yj = 0. (2)

ale x a y nejsou dvojicí optimálních °e²ení.

Tip: Najd¥te rozdíl mezi zadáním této úlohy a zadáním komplementarity.

Metoda °ez·: M¥jme mnohost¥n P = {x | Ax ≤ b, x ≥ 0}, kde A i b jsou racionální.

D: Nech´ nerovnice αTx ≤ β je platná nerovnice pro P . Pak nerovnici bαT cx ≤ bβc nazýváme platný
°ez.

Platný °ez spl¬uje kaºdý celo£íselný bod mnohost¥nu P . Obecný platný °ez dostaneme se£tením
nerovnic de�nujících mnohost¥n vynásobených nezápornými £ísly, zaokrouhlením koe�cient· a pravé
strany. P°esn¥ji platný °ez lze získat jako byTAcx ≤ byT bc pro n¥jaké y ≥ 0.

Následující v¥ta °íká, ºe p°idáváním platných °ez· dokáºeme vytvo°it jakoukoliv nerovnost platnou
pro v²echny celo£íselné body P .

T: Nech´ P = {x | Ax ≤ b, x ≥ 0} je racionální mnohost¥n a nech´ αTx ≤ β, α ∈ Zn, β ∈ Z je
nerovnost, kterou spl¬ují v²echna x ∈ P ∩ Zn. Pak αTx ≤ β lze odvodit postupným p°idáváním
platných °ez· k P .

P°íklad £tvrtý Vyzkou²íme si p°idávání platných °ez· pro konkrétní instanci problému
batohu: Máme 5 v¥cí, váha i-té je wi a cena ci. Batoh má nosnost W = 50 a chceme maximalizovat
sou£et v¥cí v batohu, abychom nep°ekro£ili kapacitu. V¥ci jsou:

id 1 2 3 4 5
wi 21 11 51 26 30
ci 37 12 500 50 41

Celo£íselné optimum je (1, 0, 0, 1, 0) s hodnotou 87, ale optimum relaxace je (0, 0, 50/51, 0, 0) s hod-
notou 490,2. Jaké nerovnosti (spln¥né kaºdým celo£íselným °e²ením) p°idat, aby se optimum relaxace
co nejvíce p°iblíºilo celo£íselnému optimu?


