11. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Komplementarita a metoda fezt

D(Volnost): Mé&jme soustavu linearnich nerovnic (S) a v ni j-tou nerovnost
;111 + [TPES) + ;3,3 + ...+ Ajndn S bj.

Méjme také néjaky vektor z’.

Pak wolnost (slack) j-té nerovnosti vudi feSeni x’ je séfg) = b; — > ajxh. VSimnéme si, Ze pro
5-5) > 0. Pokud by nerovnost byla >, definujeme volnost jako sgs) =

> ajixh — b;, aby opét platilo sg-s)

T(Komplementarita): Mé&jme linearni program (P) a jeho duél (D) v nasledujici formé:

pripustna feseni vzdy plati s

> 0 pro pfipustna feseni.

max ¢z, Az < b,z > 0, (P)
min b'y, ATy > ¢,y > 0. (D)

Méjme také dvojici pfipustnych feSeni primalu a duédlu (z*,y*). Pak plati nasledujici véta: Dvojice
(z*,y*) je dvojici optimélnich feSeni pravé tehdy, kdyz plati:

‘v’ie{l,...,n:xf-SED):O, (1)
‘v’je{l,...,m}:sgp)-y;‘:(). (2)
PRIKLAD PRVNI Franta uhodl ¥eseni z = (6,2,0) nésledujiciho LP:

max rj + 219 — T3
201+ 20+ 23 < 14
4x1 4+ 229 4+ 323 < 28
2x1 4 dxy + dxs < 30

T, T2, 23 > 0
Rozhodnéte za pomoci komplementarity, zda Franta uhodl optimélni feSeni.

PRIKLAD DRUHY Frantiska opsala od souseda pii pisemce z Optimalizaci primal a optimalni
reSeni dudlu. Primélem je:

min 10z — 4x9
x1 4+ 0.6x3 4+ 44 > 43
r1 — 9 + 0.6x3 + 10z, > 27
1 — X9 — 04x3 — x4 > 24
r1 — T — 0.4w3 — 204 > 22
ry + 3.6x3 — 3z4 > 56

X1,T2,T3,T4 Z 0

Optimalnim feSenim dudlu je y = (3.36,0,0,6.48,0.16). Uloha se vsak ptala na optimalni FeSeni
piuvodniho programu. Dotreste tlohu za Frantisku s pouzitim komplementarity.



PRIKLAD TRETI Pro LP a jeho dual z druhého ptikladu naleznéte dvojici nenulovych vektori
x a y takovou, ze plati

vie{l,...,n}:a-s?) =0, (1)

Vje{l,...,m}:sgp)~yj20. (2)

ale r a y nejsou dvojici optimalnich FeSeni.

Tip: Najdéte rozdil mezi zaddnim této ulohy a zadanim komplementarity.

Metoda Fezii: Méjme mnohostén P = {x | Ax < b,z > 0}, kde A i b jsou racionalni.

D: Necht nerovnice o’z < f8 je platna nerovnice pro P. Pak nerovnici | |z < | 3] nazyvame platny
fez.

Platny tez spliiuje kazdy celo¢iselny bod mnohosténu P. Obecny platny fez dostaneme sec¢tenim
nerovnic definujicich mnohostén vynésobenych nezapornymi ¢isly, zaokrouhlenim koeficienti a pravé
strany. Presngji platny fez lze ziskat jako |yTA|x < |yTb] pro n&jaké y > 0.

Néasledujici véta rika, ze pridavanim platnych fezi dokdzeme vytvorit jakoukoliv nerovnost platnou
pro vsechny celociselné body P.

T: Necht P = {z | Az < b,z > 0} je racionalni mnohostén a necht o’z < B,a € Z",8 € Z je
nerovnost, kterou splituji viechna x € P N Z". Pak alx < f lze odvodit postupnym piidéavanim
platnych fezu k P.

PRIKLAD CTVRTY Vyzkousime si pridavani platnych fezi pro konkrétni instanci problému
batohu: Méame 5 véci, vdha i-té je w; a cena ¢;. Batoh méa nosnost W = 50 a chceme maximalizovat
soucet véci v batohu, abychom nepfekrocili kapacitu. Véci jsou:

id 1 2 3 4 5
w; 21 11 51 26 30
¢ 37 12 500 50 41

Celociselné optimum je (1,0,0,1,0) s hodnotou 87, ale optimum relaxace je (0,0,50/51,0,0) s hod-
notou 490,2. Jaké nerovnosti (splnéné kazdym celo¢iselnym feSenim) piidat, aby se optimum relaxace
co nejvice priblizilo celo¢iselnému optimu?



