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UVOD DO RAMSEYOVY TEORIE 5
1. Uvob Do RAMSEYOVY TEORIE

Hricka. Ve spolecnosti sesti lidi se vidy vyskytugi 3 lidé, kteri se navzdjem znajt,
nebo 3 lidé, kteri se navzajem neznaji.

Diikaz. Spoletnost namodelujeme jako graf G, jehoZ vrcholy budou lidé a hrana
mezi nimi povede, pokud se navzajem znaji. Zvolme libovolny vrchol v grafu G.
Z vrcholu v vedou alespont 3 hrany nebo 3 nehrany. At jsou to nejprve hrany a at
vedou do vrcholt z, y, z.

Pokud mezi témito tfemi vrcholy existuje byt jen jedind hrana, nalezli jsme
trojuhelnik. A pokud mezi nimi zddna hrana neni, mame z nich nezavislou mnozinu.
Kdyz uvazujeme nehrany, je postup shodny. a

Predeslou hricku mizeme povazovat za jedno z prvnich netrivialnich tvrzeni,
jimz tikdme souhrnné ramseyouvské véty. Takové véty obvykle rikaji, ze v kazdém
dostatecné velkém objektu lze najit néjaky stejnorody podobjekt. V mnoha piipa-
dech se ukazuje prekvapiva skutecnost, ze pro existenci vnitini pravidelnosti staci
pouhy predpoklad dostateéné velikosti zkoumaného objektu. Popularné a ponékud
nepresné vyjadieno, uvniti dostatecné velkych objekt ,neni mozny totalni chaos“.
V této kapitole ukazeme nékolik nejznaméjsich ramseyovskych tvrzeni.

Od hricky tedy prejdeme k plnohodnotnému tvrzeni, jez roku 1930 v mirné od-
lisné podobé publikoval anglicky matematik a ekonom Frank Ramsey.

Véta (Ramseyova pro grafy). Pro kazdé prirozené dislo n existuje prirozené
cislo N tak, Ze libovolny graf na N vrcholech obsahuje uplny podgraf na n vrcholech
nebo nezavislou mnozinu n vrcholi.

Trochu obecnéji: Pro kaZdd prirozend cisla n a r existuje prirozené ¢islo N ta-
kové, Ze je-li kazZda hrana grafu Ky obarvena nékterou z r barev, potom ezistuje
jednobarevny podgraf K,, tedy iplny podgraf na n vrcholech, jehoZ vsechny hrany
magi stejnou barvu.

Jak plyne prvni ¢ast ze druhé? Kazdou hranu daného grafu na NV vrcholech na-
hradime cervenou hranou, zatimco kazdou nehranu nahradime modrou hranou. Tim
dostaneme graf Ky s hranami obarvenymi ¢ervené a modfe, a pro néj pouzijeme
druhou c¢ast véty s r = 2.

Diikaz. Nejprve dokéZzeme vétu pro dvé barvy (r = 2). AZ z ni odvodime vétu pro
libovolny pocet barev.
Definujme ¢islo R(k,¢) takto:
N _kazdy Kn s hranami obarvenymi cervené a modie obsa-
R(k, £) := min {N’ huje ¢erveny K} nebo modry K, '

Cislu R(k, ) se fikd Ramseyovo ¢islo (pro grafy a pro dvé barvy).
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Potfebujeme dokazat, ze R(n,n) < oo, ale ve skute¢nosti ukdzeme, Ze dokonce
R(k, ) je konecné pro kazdé k, £. Pijdeme na to indukei podle k + £.

V piipadé k& = 1 nebo ¢ = 1 staéi vybrat jeden libovolny vrchol. Mame tedy
R(1,¢) =1, R(k,1) = 1.

Piedpoklddejme tedy, ze R(k — 1,£) je koneéné a ze R(k,£ — 1) je konefné.
Dokézeme, 7e téz R(k, ) je kone¢né. Konkrétné ovéiime, ze

R(k,0) < R(k —1,0) + R(k,{ — 1).

Polozme N = R(k—1,¢)+ R(k,¢—1) a uvazme graf Ky s libovolnym obarvenim
hran dvéma barvami, cervenou a modrou. UkaZzeme, ze obsahuje podgraf K, se
vSemi hranami ¢ervenymi nebo podgraf K, se v8emi hranami modrymi.

Zvolme libovolny vrchol v tohoto K. Zbyvajici vrcholy rozdélime na dvé mno-
7iny A a B: Mnozina A je tvorena vrcholy, do nichz vedou z vrcholu v éervené
hrany, a mnozina B sestava z vrchold, do nichZz vedou z vrcholu v modré hrany.

Méme |A|+|B|=N—-1=R(k—1,{) + R(k,{—1) —1, a tedy |A| > R(k —1,¢)
nebo |B| > R(k,( —1).

Predpokladejme nejdiiv, 7e |A| > R(k — 1,¢). KdyZ podgraf indukovany mno-
zinou A obsahuje ¢erveny Kj_1, pripojime k nému vrchol v a mame cerveny Kj.
Pokud v A Zadny Cerveny Kj_; neni, musi tam byt modry K.

Pro |B| > R(k,{—1) je tvaha podobné. Kdyz B obsahuje modry K, 1, pfipojime
k nému vrchol v a dostaneme modry K,. V opacném pripadé B obsahuje cely
Cerveny Kjy.

Vsechny moznosti tedy vedou k existenci jednobarevného K} nebo Ky, a podle
predchozich tvah taktéz ke kone¢nosti R(k,£). Tim je Ramseyova véta pro grafy
dokazana pro dvé barvy.

Uvazme nyni tii barvy. PoloZzime M = R(n,n) a N = R(n, M), kde R(k,?) je
Ramseyovo ¢islo zavedené vyse. Je-li dan graf K s hranami obarvenymi ¢ervenou,
modrou a zlutou, slijeme nejdiiv barvy modrou a zlutou do jediné, zelené. Tim
mame Ky obarvené Cervené a zelend, a podle definice R(n, M) v ném najdeme
cerveny K, nebo zeleny Kpr. V prvnim ptipadé jsme hotovi. Ve druhém piipadé
mame Ky, jehoz hrany jsou v piivodnim ¢erveno-modro-zlutém obarveni jen modré
a zluté. ProtoZe jsme volili M = R(n,n), najdeme v nasem K); modry K, nebo
zluty K,,. Tim je dokdzana véta pro 3 barvy.

Pro ¢tyfi barvy prevedeme stejnym postupem problém na vétu pro t¥i barvy,
a tak dale. Véta tedy plati pro libovolny konecny pocet barev.

Lze také nahlédnout, ze pro libovolny konec¢ny pocet barev uspéje postup po-
dobny, jaky jsme pouzili pro dvé barvy. Zadefinujeme Ramseyovo ¢islo R(ki, ko,

., k) pro r barev a v indukci volime velikost grafu jako soucet r takovych Ram-
seyovych ¢isel. a
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Vétu jesté dale zobecnime, namisto hran grafu (tedy dvojic vrcholid) budeme mit
obarvené p-tice prvkia.

Ramseyova véta pro systémy p-tic. Pro vSechna prirozend cisla n,r,p existuje
prirozené cislo N tak, Ze kdykoli X je N-prvkovd mnoZina a kazZda jeji p-prvkovd
podmnoZina je obarvena nékterou z barev 1,2, ..., 1, pak existuje n-prvkovd mnozina
Y C X takovd, Ze vSechny jeji p-prvkové podmnoZiny maji stejnou barvu.

Dukaz. Budeme postupovat indukci podle p. Pro p = 1 jde o Dirichletav pfihrad-
kovy princip a pro p = 2 je to Ramseyova véta pro grafy (dvojice prvki jsou hrany
grafu).

Na chvili si mysleme, ze potifebnou velikost N mnoziny X uz zname a p-tice
prvkid X jsou obarveny r = 2 barvami. Polozime X, := X a udélame nésledujici
krok proi =1,...,2n —1:

e Zvolime libovolny prvek z; € X;_; a obarvime kazdou (p — 1)-prvkovou
podmnozinu S mnoziny X;_; \ {z;} tou barvou, jiz ma p-tice S U {z;}.
Podle indukéniho predpokladu existuje dostatecné velkd podmnozina X;
mnoziny X;—1 \ {z;}, v ni% v8echny (p — 1)-tice maji stejnou barvu b;.
Nékterd z barev se objevi (z ptihrddkového principu) mezi barvami b; alespon n-
krat, dejme tomu Cervend. Potom {z;; b; = ¢ervend} je hledanou n-prvkovou mno-
zinou Y. Velikost N mnoziny X tedy lze zvolit dostatecné obrovskou (ale stile jesté
kone¢nou) tak, aby mnozina X postacila na vSechny kroky.

Pro r > 2 barev je mozné vétu dokazat nékolika zptisoby. Muzeme napiiklad
provadét vice krokt, pro i = 1,2,...,rn — 1, a opét si vSimneme, ze Cislo N lze
zvolit dostateéné velké, aby byly vSechny argumenty spravné. Anebo lze pouzit
pfebarvovaci metodu téméf stejné jako v Ramseyové vété pro grafy. Dvé barvy
slijeme do jediné, aplikujeme vétu na mensi pocet barev, ¢imz dostaneme cislo N,
a vétu pouzijeme jesté jednou, tentokrat pro n := N. O

Ramseyova véta pro p-tice se také casto zapisuje touto zkratkou:
N — (n)P.

Znaceni ¢teme: ,Velikost N libovolné mnoziny X, na niz vSechny p-tice obarvime
nékterou z r barev, postacuje pro existenci homogenni podmnoziny velikosti n.“
Pouziti Ramseyovy véty pro p-tice ukazeme v nésledujicim tvrzeni.

Véta (Erd8s, Szekeres). Pro kaZdé k existuje N takové, Ze libovolnd N -prvkovd
mnoZina bodi v roviné€ v obecné poloze (Zddné 3 body neleZi na primce) obsahuje
mnoZinu vrcholi konvexniho k-uhelniku.

Dukaz. Nejdiive geometrickou ivahou dokazeme specialni pripad véty s k& = 4.
Z toho a z Ramseyovy véty pro p-tice, s p = 4, pak odvodime piipad obecny.

Misto ,mnozina vrcholii konvexniho k-tthelniku“ budeme rikat také .k bodt
v konvexni poloze“.

Ukazeme, ze pro k = 4 staci N = 5. Vezméme libovolnych pét bodd v roviné
v obecné poloze a sestrojime jejich konvexni obal. Mtze to byt bud pétithelnik
nebo ¢tyfahelnik (v téchto piipadech jisté mame 4 body v konvexni poloze), anebo
trojuhelnik. V pripadé trojihelniku vzdy muazeme sestrojit ¢tyiprvkovou mnozinu
v konvexni poloze vynechdnim jednoho vrcholu trojahelniku: Piimka spojujici dva
vnittni body vzdy odfizne jeden vrchol trojihelniku.
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/
/
Nyni necht k& > 4. V libovolné k-prvkové mnoziné bodiu v obecné poloze obar-
vime kazdou ¢tverici v konvexni poloze ¢ervené, zatimco kazdou ¢tverici, kterd neni
v konvexni poloze, obarvime modre.

[ ) [ [ )
[ ]
[} [ ) [ ] [}
cervené modfie

Ramseyova véta s p = 4, r = 2 a n = k tika, Ze existuje N-bodova mnozina X
a jeji k-bodova podmnozina Y takovd, ze vSechny Ctverice na ni maji tutéz barvu.
ProtoZe uz na péti bodech existuje néjaka cervend ¢tvefice (piipad k = 4), vechny
¢tverice na Y budou cervené, nebude se v ni vyskytovat ani jedna nekonvexni
Ctverice, takze body mnoziny Y lezi v konvexni poloze. O

Poznamka. Vétu je také mozné dokazat metodami kombinatorické geometrie, od-
had nutné velikosti mnoziny vyjde jejich pouzitim daleko nizsi, nicméné diikaz po-
moci Ramseyovy véty je podstatné jednodussi.
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2. Toky v siTicH

2.1 Definice a formulace hlavni véty.

Definice. Siti nazveme ¢étverici (G, 2, s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, z
a s dva rizné vrcholy grafu G (fikdme jim zdroj a stok) a kapacita c: E — ]Ra' je
funkce ohodnocujici hrany nezdpornymi redlnymi ¢isly.

Tok v siti je kazd4 funkce f: E — RY spliujic

(1) Pro kazdou hranu e € E plati 0 < f(e) < c(e).
(2) Pro kazdy vrchol u € V mimo zdroj a stok plati

Y. flewy= Y fluy).

(z,u)€E (u,y)EE

Velikost toku je

Zfz:n Zf:nz

(z,z)EE (z,2)EE
Priklad sité:
z s
Priklad toku v této siti:
T+ \/5
z s

Budeme zkoumat, jaky maximalni tok mﬁie danou siti prochazet. Nasim pred-
chozim prikladem prochazi tok velikosti 7 + L ktery viak zfejmé maximalni neni.

Sit si lze predstavovat jako soustavu Jednosmernych vodovodnich trubek, kde
kazda mé predepsanou maximalni propustnost, a dvé vyznacnd mista — zdroj a
stok. Ve zdroji poustime vodu dovnitt a ve stoku voda vytéka ven. Tok je potom
rozvrzeni, jak skutecné v nasich trubkach voda proudi. Trubkou nesmi téci vice,
nez je jejl kapacita, a vodovod ,neni déravy“ — to, co vtece do urc¢itého vrcholu
sité (s vyjimkou zdroje a stoku), zase vyteCe ven. (Druhd podminka je také ve
fyzice zndméa pod nazvem Kirchhoffiv zikon, konkrétné prvni Kirchhofftv zakon.)
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Velikosti toku se rozumi mnozstvi vody, které piebyva ve stoku, nebo ekvivalentné
kolik vody je t¥eba posilat do zdroje. Ackoli se to z ndhledu jevi zfejmé, v definici
velikost toku zavedeme jako mnozstvi vody posilané do zdroje a rovnost obou veli¢in
ukazeme formalné pozdéji.

Skutec¢nosti o tocich v sitich, které si ukdzeme, se samoziejmé nevztahuji pouze
na Ccistou teorii, hloubavy ctenar jisté sam vymysli mnozstvi aplikaci v praxi.
Zmihnme napiiklad systémy telefonnich linek (hrany jsou kabely a tok jsou hovory
¢i datové prenosy), elektrické rozvody, finanéni sité (penézni toky), dopravni sité
(tok vozidel dopravnimi komunikacemi).

Zacneme nasledujicim:

Tvrzeni. Pro kaZdou sit existuje mazimdlni tok.

Toto tvrzeni neni viibec samoziejmé. Tokl je nekoneéné mnoho a jejich velikosti
jsou obecné realn4 (isla, a tedy je tfeba opatrnost (napiiklad interval I = (0,1) na
redlné ose nema maximum). Dikaz tvrzeni pouzivd metody matematické analyzy
a pro nas je spise postrannim tématem, takze ho odlozime az na konec kapitoly.
Pro celociselné a racionalni kapacity navic dostaneme existenci maximéalniho toku
jednodussim zptsobem, taktéz uvedenym pozdéji.

Ted zavedeme dalsi dilezity pojem: fez.

Definice. Rezem mezi zdrojem z a stokem s v siti (G, 2, s,c) nazveme mnozinu
hran R C E(G) takovou, Ze v siti (G', z, s, ¢) neexistuje Zaddna orientovand cesta ze
zdroje do stoku, kde G' = (V(G), E(G) \ R).

Kapacita fezu je c(R) = ) . c(e).

V této kapitole budeme pro kratkost ikat fezu mezi z a s prosté fez.!

Narozdil od toki je fezl koneéné mnoho (nejvys tolik jako vSech podmnozin
mnoziny E), a tudiZ zjevné existuje ez minimalni kapacity. Nyni vyslovime nejdi-
lezitéjsi vysledek o tocich.

Hlavni véta o tocich. (, Mazimdlni tok je roven minimdlnimu fezu“) Pro kaZdou
sit’ se velikost maximalniho toku rovnd kapacité minimdlniho fezu:

rezy

toky

2.2 Dukaz hlavni véty.
Zacneme podrobnéjsim studiem fezti. Zavedeme konvenci pro znaceni mnoziny
hran, které vedou z ¢asti sité A do ¢asti B:

IPojem ez mé ve skutetnosti mnohem Sir¥i vyznam, zde v8ak nebude hrozit nebezpedi zmateni.



TOKY V SITICH 11

S(A,B) ={(=,y); v€ A,y € B, (z,y) € E}

(hrany jdouci obrdcenym smérem, z B do A, do S(A, B) nepatii!). Pro kapacitu a
velikost toku analogicky

Je dobré si uvédomit nasledujici vice ¢i méné viditelné vlastnosti rezt.

Vlastnost 1. Rozdélime-li sit’ na dvé disjunkini podmnoZiny vrcholi A o B tak,
Ze z € A a s € B, potom mnoZina S(A, B) je fez (Tikdme mu elementdrni fez ).

Diikaz. Kdyby existovala orientovand cesta ze zdroje do stoku, museli nutné jistou
hranou pfejit z mnoziny A do mnoziny B. Takovéa hrana v8ak podle definice patii
do S(A, B), mnozina S(A, B) tedy tvofi fez. O

Vlastnost 2. KazZdy rez obsahuje elementdrni rez.

G’

Diikaz. Vezmeme mnozinu A vrcholi, do kterych vede v roziiznuté siti orientovand
cesta ze zdroje. Rez R potom obsahuje elementarni fez S(A,V \ A), protoze kdyby
hrana e = (u,v) z S(4,V \ A) nepatiila do fezu R (tedy u € A, ale v ¢ A),
existovala by orientovand cesta z, ..., u,v v roziiznuté siti, takze by byl v € A. O

Vlastnost 3. Kazdy v inkluzi minimdlni rez R je elementdarni; minimdlni v inkluzi
znamend, Ze R\ {e} neni ez pro Zidnou hranu e € R.

Diikaz. Plyne jednoduse z Vlastnosti 2. d
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Lemma. Pro kazZdou A C V obsahujici zdroj a ne stok a pro libovolny tok f
plati w(f) = f(A,V\ A) = f(V\ A, A). Specidlné tedy w(f) =3, s ep f(z,5) —
Z(s,z)eE f(S,(L')

Diikaz. Pro kazdy vrchol u z A mimo zdroj plati Kirchhoffiv zdkon

qux Zfa:u—()

(u,z)EE (z,u)EE
pro zdroj pak
Zfza: Zfa:z—w(f)
(z,2)EE (z,2)EE

Secteme dohromady do jediné rovnice levé strany a pravé strany predchozich rovnic.
Dostaneme tim

Yoo X fwaey = D flaw) | =w(f),

u€A \(u,z)€E (z,u)EE

Zf(uav)_ Zf(uav) :w(f)a

po tpravé

u€A ugA
v A vEA
coz je presné f(A,V\ A) — f(V\ A4, A4) = w(f). O

KdyZ ddme dohromady zjisténé fakta, dostaneme nésledujici nerovnost mezi ma-
ximalnim tokem a minimalnim rezem, jez je snadnéjsi ¢asti hlavni véty. Z trubkové
analogie se sice zda byt zfejmou, nicméné chceme-li ji dokazat poctive, da to néjakou
praci.

Dusledek. Pro kaZdy tok f a kaZdy Tez R je w(f) < ¢(R). TudiZ mazimdlni tok je
nejuys roven minimdalnimu rezu.

Diikaz. V daném fezu R je obsazen néjaky elementédrni fez S(A,V \ A) takovy, ze
z € A. Pro velikost toku f potom plati

V fezu R jsou oproti elementarnimu fezu S(A,V \ A) néjaké hrany dokonce navic,
takze mame c(A4,V \ A) < ¢(R). O

Ted zavedeme kli¢ovy pojem nasycené cesty. Dosud jsme mluvili o orientovangjch
cestach (a také jsme to peclivé zdaraziovali). Po zbytek této kapitoly budeme
cestou rozumét posloupnost (vg,e1,v1,€2,... ,Vm—1,€m,Um), kde vg, ..., v, jsou
navzajem rizné vrcholy uvazované sité, a pro kazdé i je e; = (vi—1,v;) nebo e; =
(vi,vi—1). Ignorujeme tedy orientaci hran a napiiklad cesta ze zdroje do stoku
(o takovych budeme nyni hlavné hovofit) mize vypadat téeba takto:

Sl

Definice. Cesta v pravé uvedeném smyslu se nazyvd nasycend (vzhledem k da-
nému toku f), pokud pro néjakou hranu e; = (v;—1,v;) orientovanou po sméru je
f(ei) = ¢(e;) nebo pro néjakou hranu e; = (v;, v;_1) orientovanou proti je f(e;) = 0.
Cesté, kterd neni nasycend, budeme tikat nenasycend. Nenasycené cesté ze zdroje
do stoku také ¢asto Fikdme (hlavné v popisu algoritmt) zlepsujici cesta.? Tok na-

27 anglického augmenting path.
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zveme nasyceny, kdyz kazda cesta ze zdroje do stoku je nasycena.

Nasycend cesta je tedy takova, podél niz se tok neda zvétsit. Nyni ukdzeme
dtlezité vlastnosti maximalniho toku.

Tvrzeni. Tok f je mazimdlni, prave kdyZ je nasyceny. Pro kaZdy mazimalni tok f
ezistuje fez R takovy, Ze w(f) = c¢(R).

Diikaz. Nejdiiv sporem dokazeme, %e maximalni tok je nasyceny. Necht je f maxi-
malni a presto nenasyceny. Potom existuje zlepsujici cesta P. Nyni najdeme mozné
vylepseni toku ve sméru ze zdroje do stoku

e1 = min{c(e) — f(e); e € P orientovand po sméru}
a vylepSeni proti sméru
g2 = min{f(e); e € P orientovana proti sméru}

a vezmeme men$i z nich: ep = min{e;,e2}. Cesta P je nenasycend, proto ep > 0.
Stévajici tok f zménime na néasledujici tok f':

f(e) +ep e € P orientovand ve sméru ze zdroje do stoku
f'(e) =< f(e)—ep e € P orientovand proti sméru

fle) e¢ P.

Diky volbé ep se nepfekrodi kapacity hran a f’(e) nebude nikdy zéporné. Protoze
v ramci jednoho vrcholu z cesty P se Cislo ep pricte i odecte, ziistane v platnosti
i Kirchhoffav zdkon. Mame tedy korektni novy tok f' a zarovenw(f') =" f'(z,z)—
S f'(z,2) = w(f) + ep, tedy dokonce lepsi tok nez f. Tok f nebyl maximélni, coz
je spor.

Nyni dokdZzeme, ze je-li tok f nasyceny, pak je maximalni. Zvolime mnoZinu A
takovych vrchold v, Ze existuje nenasycend cesta ze zdroje do v. Tok je nasyceny,
bude tedy z € A, ale s ¢ A. Pro kazdou hranu e € S(A,V \ A) plati f(e) = c(e) a
pro kazdou hranu e € S(V '\ A4, A) plati f(e) = 0.

Velikost toku je

w(f) =FAVNA) = fF(V\AA) =c(4,V\A) -0=c(4,V\ 4).

Vime, ze vidy w(f) < ¢(R) pro kazdy tok f i fez R, a my jsme zde dokonce nyni
nasli fez R takovy, Zze w(f) = c¢(R). Tok f tedy urc¢ité bude nejvétsi mozny. Zaroven
jsme zkonstruovali fez R, pro ktery plati rovnost w(f) = ¢(R). O

Pozorny ¢tenar si moznd v§iml, ze uz jsme dokézali celou hlavni vétu o tocich:
Vime, Ze pro danou sif existuje maximélni tok f, podle druhé ¢asti pravé dokaza-
ného tvrzeni k nému existuje fez o kapacité w(f), a ten je nutné minimalni.

2.3 Forduav—Fulkersoniiv algoritmus.
Diikaz hlavni véty o tocich dava jednoduchy algoritmus na hledani maximéalniho
toku.
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Algoritmus (Ford, Fulkerson).

(1) Poloz f(e) = 0 pro vSechny hrany e.

(2) Pokud existuje zlep3ujici cesta P, najdi ep jako v ditkazu piedchozi véty,
vylepsi cestu P a opakuj tento bod tak dlouho, dokud néjaki nenasycena
cesta existuje.

(3) Stavajici f je maximalnim tokem.

Kdyz je moznych zlepSujicich cest vice, zamérné jsme nezminili, jakou presné
vybrat, ani presnou implementaci jejich hledani. Prozatim piredpokladejme, ze al-
goritmus vybira naprosto libovolnou zlepsujici cestu.

Pozorovani. Jsou-li vsechny kapacity v siti raciondlni ¢isla, je Fordiv—Fulkerso-
nuv algoritmus konecény. Pro sit s raciondlnimi kapacitami tedy dokazuje existenci
mazximdlniho toku. Navic mazimdalni tok vypocteny Fordovym—Fulkersonovym algo-
ritmem je raciondlni, respektive celociselny pro celociselné kapacity.

Dukaz. Po pripadném vynasobeni vSech kapacit jejich spoleénym jmenovatelem
muzeme piredpokladat, Ze kapacity jsou dokonce celociselné. Potom e v algoritmu
bude vzdy alespon 1, a velikost toku se tudiz zvysi v kazdém kroku alespon o 1.
Algoritmus proto nutné skonéi, a tedy najde nasyceny tok, jenz je i maximalni.
Algoritmus v pribéhu své ¢innosti ¢isla pouze séita, takze ve vysledném toku
nemohou vzniknout jina cisla nez celd, tedy po vydéleni spoleénym jmenovatelem
racionalni. O

To, ze v kazdé celociselné ohodnocené siti je maximalni tok celociselny, se vy-
borné hodi pro nejriuznéjsi aplikace existen¢éniho charakteru, jako naptiklad hledani
parovani v bipartitnich grafech, a podobné.

Bohuzel existuje sit ohodnocend iraciondlnimi ¢isly, na niz Fordiv—Fulkersontv
algoritmus nedobéhne, a dokonce ani nebude konvergovat ke spravnému vysledku.
Priiklad. Prvni priklad sité, kde Fordiv—Fulkersontuv algoritmus neskonci, podali
sami autofi algoritmu. My si ukdZeme podstatné jednodussi sit navrzenou Uri Zwic-
kem, na které lze simulovat vypocet ¢lenti posloupnosti {a,} definované ag = 1,

A1 =T aapys = Ay — Gp41, kde r = @ Protoze r? = 1 — r, pfenasobenim obou

stran rovnice ¢islem r™ dostaneme "2 = ¢™ — ™+l plati tedy a, = r™. Vezmeme
nasledujici sit a cesty pq, p2 a ps:

al |-

€1 i ?.
z €3
v V
<
b D3 /;‘;

Kapacity nastavime takto: ¢(e1) = ag = 1, ¢(ea) = a1 =, ¢(e3) = 1 a ostatnim
hranam prifadime néjakou dostatecné velkou kapacitu M. Maximalni tok v nasi
siti je ziejmé 2M .
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Zacneme s nulovym tokem a jako prvni cestu pouzijeme (z,a,b, ¢, s). Ta nastavi
na hrany e, es,e3 po fadé tok (0,0,1) a aktuélni velikost toku tedy bude 1. N4-
sledné budeme opakované pouZzivat posloupnost zlepsujicich cest p1,p2,p1,ps3. Jak
se v pribéhu kazdé iterace méni rezidudlni kapacity (tj. to, co chybi k plnému
nasyceni hrany) hran e, ey, e3:

(Gn, Gp41, 0) — (an+27 0, an—l—l) — (an+27 Ap+1, 0) —

= (0,043, @ny2) = (Ani2,0ny3,0).

V kazdé iteraci se tak tok zvétsi o 2a, +2a, 41 a jeho vylepsovani se nikdy nezastavi.
Navic jeho velikost bude konvergovat k hodnoté 14+ 235> . a, = 3, coZ je mensi
nez hodnota maximalniho toku.

Priklad. Ani v celo¢iselnych sitich Fordtiv-Fulkersontiv algoritmus nepobé&zi p¥ilis
rychle. Pokud v nésledujici siti (kde za M zvolime néjaké hodné velké ¢islo) bude
stridavé vylepSovat obé cesty délky tii, tak potom pobézi v ¢ase tmérném M.

M M

M M

Existuji mnohem rafinovanégjsi algoritmy, koneéné a rychlejsi, ty vSak nepatii
do tohoto textu. Nékteré z nich jsou variantami piivodniho Fordova—Fulkersonova
algoritmu, v nichz se zlepsujici cesty voli néjakou pokrocilejsi metodou. Pozname-
nejme jen, ze pokud v kazdém kroku Fordova—Fulkersonova algoritmu pouZijeme
nejkratsi moznou zlepsSujici cestu, skonci algoritmus pro libovolné realné kapacity,
a dokonce v po¢tu krokl, omezeném polynomidlni funkeci poctu hran sité.

2.4 Toky v sitich a linedrni programovani.
S toky v sitich se da zachazet také z pohledu linearni algebry. Cirkulace v orien-
tovaném grafu G = (V| E) je libovolna funkce f: E — R splhujici v kazdém vrcholu

Kirchhoffiv zékon:
Y. flaw)= Y fwz)=0.

(z,w)EE (v,z)EE

Tuto podminku muizeme strucné zapsat jako Dg f = 0. Zde D¢ je matice incidence
orientovaného grafu G: rfadky jsou indexovany vrcholy, sloupce hranami, a prvek
matice na pozici (v,e) je +1 pokud v je pocatecéni vrchol e, —1 pokud v je kon-
covy vrchol e, a 0 jinak. Pfitom f zde chapeme jako sloupcovy vektor indexovany
hranami.

Tok v siti obecné neni cirkulace, protoze Kirchhoffiv zdkon se nepozaduje pro
zdroj ani pro stok. Jednoduchym trikem ale mizeme 7 kazdého toku udélat cirku-
laci v upraveném grafu. Mé&jme sit (G, z,s,¢), kde G = (V, E). Pro jednoduchost
predpokladejme, Zze (s,z) ¢ E. Definujeme novy orientovany graf G' = (V, E'),
kde E' = E U {(s,2)} vznikne z E pfidanim hrany (s, z). Polozime také kapacitu
¢(s, z) rovnu ,dostateéné velkému ¢islu“, ¢ili napiiklad sou¢tu kapacit vSech ostat-
nich hran. Je-li dan libovolny tok f v ptivodni siti, definujeme cirkulaci f' na G':
f'(e) = f(e) proe € E, a f'(s,z) = w(f). Je snadné si rozmyslet, Ze hleddni ma-
ximélniho toku v siti je ekvivalentni hledani takové cirkulace f' v grafu G', jejiz
hodnota na kaZzdé hrané je mezi 0 a c(e), a jez maximalizuje f'(s, z).
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Tato nova formulace umoziuje zapsat tlohu maximéalniho toku jako tlohu /i-
nedrniho programovdni, tj. tlohu nalézt feSeni dané soustavy linedrnich rovnic a
nerovnic, které maximalizuje danou linedrni funkci. Konkrétné, iloha maximalniho
toku je ekvivalentni tloze

max{f'(s,z); f' € Rl D f' =0, f' <e, f'>0}.

Zde opét interpretujeme f' a ¢ jako |E'|-slozkové redlné vektory, a rovnost ¢i ne-
rovnost mezi vektory znamend rovnost ¢i nerovnost po slozkéach.

Regenim obecnych tiloh linedrniho programovéani se zabyva dobie vyvinuté teorie.
7 vét této teorie se da odvodit i vétsina vysledkt o tocich, napriklad hlavni véta ¢i
existence maximalniho toku. I spousta dalSich vysledkti v kombinatorice, zejména
v kombinatorické optimalizaci, souvisi s linedrnim programovanim.

2.5 Existence maximalniho toku.

Na zavér jesté slibeny dikaz existence maximalniho toku i v iracionalné ohodno-
cenych sitich. Dalsi mozné ditkazy plynou z vét teorie linedrntho programovéani ¢i
vlastnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu vybirajictho nejkratsi zlepsujici cestu.

Diikaz existence maximdlniho toku. Vétsinu tihy dikazu (ktery bude spiSe technic-
kého razu) prevedeme na vétu ze zakladniho kurzu matematické analyzy, ktera rika,
7e spojitd funkce na kompaktni mnoziné nabyva svého maxima. Staci tedy ovérit,
7e mnozina vsech tokt

F ={f; f je tok} C R

je kompaktni a 7ze funkce w: F — R je spojitd. Mnozina F je podmnozinou
| E|-rozmérného euklidovského prostoru, protoze kazdy tok se da zapsat jako |E|-
slozkovy vektor.

Spojitost w. Zadefinujeme projekce m.: F — R jako 7. (f) = f(e), ¢ili sadu funkei
pro kazdou hranu vracejicich hodnotu f(e), a uvédomime si, ze v8echny projekce
jsou spojité. Projekce m. se da totiz predstavit jako skalarni soucin vektoru f a
(0,...,0,1,0,...), kde 1 je na pozici hrany e. Spojitost skaldrniho sou¢inu se snadno
ovéri primo z definice. Na velikost toku

w(f): Z f(Z,CU)— Z f(:n,z)z Z ﬂ-(z,m)(f)_ Z ﬂ-(m,z)(f)

(z,2)EE (z,2)EE (z,z)EE (z,2)EE

se lze pro danou sit divat jako na linedrni kombinaci kone¢ného poctu projekci, a
je tedy téz spojita.

Kompaktnost F. Pripomenme, ze v euklidovském prostoru je mnozina kom-
paktni, pravé kdyz je uzaviena a omezena. Mnozina F se da uzaviit do krabicky
[I.cz[0,c(e)], je tedy omezend. Pro kazdy vrchol u definujeme mnozinu F,, toki
f € RIE| a zaroven podobné jako v piedchozim odstavei zavedeme vrcholovou pro-
jekei my:

7ru4£f)

fu:{f; Z f(u,x)— Z f(x,u):()}:{f; Wﬂ(f):O}:ﬂ-Jl({O})

(u,z)EE (z,u)EE

Projekce 7, je opét spojitd, protoze je linedrni kombinaci kone¢ného poctu spoji-
tych hranovych projekci. Nyni pouzijeme trik z matematické analyzy. Plati véta,
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7e vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni je opét uzaviend mnozina. Pro-
jekce m, spojita je a jednoprvkova mnozina {0} skuteéné je uzaviena. A mnozina F

je uzaviend, nebot
F= (1 Fun]]0 )
ueV\{z,s} ecE

a pruniky i kone¢nd sjednoceni uzavienych mnozin jsou opét uzaviené mnoziny. O
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3. MfRA SOUVISLOSTI GRAFU

Graf mizeme rozdélit (znesouvislit) jak odebranim hran, tak odebrdnim vrchold.
Budeme zkoumat stupné souvislosti grafu, tedy miru, nakolik je dany graf pri ode-
birani hran, resp. vrcholi odolny proti rozpadnuti.

Definice. Hranovy ez v grafu G = (V| E) je mnozina hran F' C E takova, Ze graf
G' = (V,E \ F) je nesouvisly.

Vircholovy fez v grafu G = (V, E) je mnozina vrcholi A C V takovéa, Ze graf
G'"=(V\AEN (V;A)) (¢ili indukovany podgraf G[V \ A]) je nesouvisly.

Pomoci fezti zavedeme dva stupné souvislosti, hranovou a vrcholovou.

Definice. Hranovd souvislost je
k.(G) = min{|F|; F C E je hranovy fez}.
Vrcholova souvislost je

(G min{|A|; A CV je vrcholovy fez} pro G 2 K,
U()_{n—l pro G =2 K,.

U vrcholové souvislosti je t¥eba zv1ast oSetfit uplné grafy, protoZe v nich neexis-
tuje vrcholovy fez (odebranim libovolné mnoZiny vrcholt se graf nikdy nerozpadne).
V souladu s diivéjsi definici graf tedy bude hranové (resp. vrcholové) k-souvisly,
kdyz je k.(G) > k (resp. ky,(G) > k). Pokud se odebranim libovolné hrany (resp.
vrcholu) sniZ{ stupen souvislosti, ¥ika se také, Ze graf je kriticky hranové (resp.
vrcholové) k-souvisly.

Nabizi se pfirozend otdzka, jak spolu k,(G) a k.(G) souvisi. UkdZeme, Ze pro
libovolny graf G je k,(G) < k.(G). Prvni népad, vzit za kazdou hranu z hranového
fezu néjaky jeji vrchol, bohuzel nefunguje, neni totiz tiplné jasné, ktery konec vy-
brat, aby vznikl korektni fez. (Viz tfeba graf Cy, kde bychom zvolili dva sousedni
vrcholy.)

K dtkazu si nejprve pripravime dvé technicka tvrzeni fikajici vpodstaté to, Ze
odebranim hrany se hranovéa i vrcholova souvislost snizi nejvyse o jednu.

Lemma. Pro kaZdy graf G a libovolnou jeho hranu e plati

ke(G) -1< ke(G - e) < ke(G)

Diikaz. Vezmeme minimélni fez F. Mnozina hran F' = F \ {e} je potom fezem
v grafu G — e, ne nutné minimalnim, ale kazdopadné plati

ke(G —e) < |F'| < |F| = ke(G).

Déle vezmeme minimdlni hranovy ¥ez B v grafu G — e. Potom B’ = B U {e}
bude fezem v grafu G, cili

ke(G) < |B'| = |B|l+1=ko(G—e) + 1.
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Lemma. Pro kaZdy graf G a libovolnou jeho hranu e plati

Dukaz.
rovnost

kv(G) -1 < kv(G_ e) < kv(G)

Ulohu mirné pfeformulujeme, budeme dokazovat pro graf H = G — e ne-

ko (H + €) < ko (H) + 1.

V grafu H existuje vrcholovy fez A C V(H) takovy, 7e k,(H) = |A|. Pfi odebrani
fezu A se graf H rozpadne na alespon dvé komponenty C1,...,C,. Rozebereme
moznosti, odkud pochdzi hrana e:

(1)

Alespon jeden vrchol hrany e lezi v fezu A. Pfidanim hrany tedy nespojime
dohromady zddné komponenty, mnozina A bude stale fezem a tak

ko(H + €) < |A] = ky(H).

Hrana e je celd uvniti néjaké komponenty. Stejny argument.
Hrana e = {z,y} spojuje dvé komponenty, dejme tomu z € C; ay € Cs.
Kdyz jsou komponenty alespon tii, je vSe v poradku, protoze po pridani e
se spoji jen dvé komponenty a mnozina A zistane Fezem. At jsou naddle
komponenty pouze dvé. Nejdrive fesSme pripad, kdy komponenty C; a Cs
nejsou obé jednoprvkové, a at je C ta vétsi.

Mnozina A" = AU {z} bude vrcholovym fezem grafu H + e, protoze Co
a Cy \ {z} jsou komponenty souvislosti grafu (H + e) \ A’. Potom plati

ky(H+e) <|A'| <|Al+1=k,(H)+1.

Zbyva doresit specialni pripad, kdy jsou komponenty C; a Cs jednoprvkové.
Vsech vrcholt je pak celkem |V| = |A| + 2 a spocitame, 7Ze

ky(H+e)<|V|—1=|V|-2+1=k,(H)+1.

O

Bylo by hezké, kdyby podobné lemma, platilo i pro odebirani vrcholu, jenze ackoli
se vrcholova souvislost snizi nejvyse o jednu, muze také vzrust, tieba zde:
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Véta. Pro kazdy graf G plati

ky(G) < ke(G).

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle po¢tu hran. Je-li hran méné nez |V| —1
(tedy vrcholy nejsou pokryty ani stromem a graf je nesouvisly), bude zjevné k. (G) =
ky(G) = 0. Necht nadéle k.(G) > 0.

Vezmeme nejmensi hranovy fez F a jeho jednu hranu e a na graf G' = G — e
pouzijeme indukéni predpoklad. Dostaneme tak

kv(G) -1< kv(G_ e) < ke(G_ 6) = ke(G) -1

Odtud a z pomocnych lemmat mame k,(G) < k.(G). O

Maéame-li potize se zapamatovanim, kterym smérem vlastné nerovnost mezi stup-
ném vrcholové a hranové souvislosti plati, staci si nakreslit motylka:

Pro tento graf je k, = 1 ale k. = 2, druhy smér nerovnosti tak neplati.

Véta (Ford, Fulkerson). Pro kaZdy graf G a kaZdé piirozené t plati k.(G) > t,
pravé kdyzZ mezi kaZdymi dvéma rizngmi vrcholy u a v existuje alespon t hranové
disjunktnich cest.

Dikaz. Implikaci zprava doleva ukdzeme sporem, necht existuje hranovy rfez F
mensi nez t. Po rozdéleni grafu vezmeme dva vrcholy u a v lezici v riznych kompo-
nentach souvislosti. Jenze mezi nimi vedlo ¢ hranové disjunktnich cest, ez F' tedy
na jejich rozpojeni nemohl stacit.

V druhém sméru pouzijeme skutecnosti dokdzané o tocich v siti. Mé&jme tedy
graf G takovy, Ze k.(G) > t, a pro dva vrcholy u a v hleddme hranové disjunktni
cesty. Sestrojime z grafu G sit G' = (V(G), {(z,y), (y,z); {z,y} € E(G)},u,v,1)
tak, ze oboustranné zorientujeme puvodni hrany, za zdroj zvolime vrchol u, za stok
vrchol v a kapacity vSech hran nastavime na 1. Pak spustime Fordiav—Fulkersontv
algoritmus hledani maximalniho toku.

Nalezeny tok bude celociselny, tedy po hranich potece 0 nebo 1. Provedeme
oviem jeSté drobnou upravu — kdyZ po obou hranéch (a,b) i (b,a) tece jednicka,
nastavime obé na nulu, velikost toku se tim nezméni:

1 0

<o Lo
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Podle hlavni véty o tocich k naSemu maximalnimu toku f potom existuje mini-
malni fez R.

Mnozina F = {{z,y}; (z,y) € R nebo (y,z) € R} je hranovy fez v grafu G.
Protoze G je hranové t-souvisly, bude podle definice souvislosti i velikost fezu |F'| >
t. Jelikoz za kazdou hranu z fezu R jsme do mnoziny F' zatradili nejvyse jednu hranu,
bude téz |R| > |F| > t. Velikost toku f tak musi byt alespon t.

Zbyva pomoci toku f zkonstruovat hranové disjunktni cesty z u do v. Existenci
cest v G’ ukdzeme induktivné. M4-1i tok velikost 1, jisté nalezneme cestu z u do v,
kde na kazdé hrané tece jednicka. Ve vétsim toku najdeme libovolnou jednic¢kovou
cestu z u do v a hrany na ni vynulujeme. Ohodnoceni hran tak zistane tokem a
jeho velikost se tim snizi o 1. Existence zbyvajicich cest plyne z indukce. Na zavér
uz jen ke kazdé nalezené orientované cesté v G’ vezmeme piislusnou neorientovanou
cestu v G. O

Podobné tvrzeni, jako je Fordova—Fulkersonova véta, plati i pro vrcholovou sou-
vislost,.

Véta (Menger). Pro kazdy graf G a kaZdé prirozené t plati k,(G) > t, prdvé kdyz
mezi kaZdymi dvéma riznymi vrcholy u a v existuje alespon t cest, které jsou az na
vrcholy u a v disjunktni.

Diikaz. Nejprve implikaci zprava doleva, nechf mezi kazdymi dvéma vrcholy grafu G
existuje ¢ disjunktnich cest. Kdyby G mél vrcholovou souvislost mensi nez ¢, po-
tom by bud musel obsahovat vrcholovy ez velikosti mensi neZ ¢, nebo by to musel
byt Gplny graf s nejvys ¢ vrcholy. Prvni moznost nenastane, protoze na rozpojeni ¢
disjunktnich cest je treba ez velikosti alespon t, a druhd moznost také nenastane,
ponévadz v K; nemame t cest mezi dvéma vrcholy.

Nyni dokdzeme obracenou implikaci. Necht je G vrcholové t-souvisly, uvazime
libovolné dva vrcholy u a v. Nejprve necht {u,v} ¢ E(G).

Hrany grafu symetricky zorientujeme, tj. nahradime kazdou ptivodni hranu hra-
nami tam a zpatky. Vyjimku budou tvofit hrany obsahujici u, ty povedou pouze
z vrcholu u, a hrany obsahujici v, ty povedou pouze do vrcholu v. Nyni v8echny
vrcholy vyjma u a v takto podrozdélime:

=

Formalné zapsdno, utvoiime novy graf G' takovy, ze
V(G)={z",2"; 2 € V(G),u#z#£v}u{u v}
EG) ={(",y"), ", 2"); {z,y} € BE(G)} U{(a',2"); z € V(G), u # z # v},

o

F
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kde mnozinu hran vedoucich uvnitf podrozdélenych vrcholti oznacime jako F'. Hrany
vzniklé rozdélenim vrcholu tak vlastné ,simuluji“ vrchol grafu G, je tu korespon-
dence mezi hranami z F' a vrcholy grafu G.

Kapacity v8ech hran v grafu G' nastavime na 1, za zdroj a stok vezmeme vrcholy
u' a v’ a nalezneme mezi nimi maximaln{ tok. K nému bude existovat minimalni
(hranovy) fez R. K tomuto R najdeme fez R’ C F, |R'| < |R|: Kazdou hranu
e € R\ F nahradime takovou hranou e’ € F, kterd m4 s e spoleény vrchol. Jediny
piipad, kdy by ani na jeden vrchol hrany e nenavazovala 7adnd hrana e’ € F
vznikld podrozdélenim vrcholu, by mohl nastat pro e = (u”,v'), ale tuto hranu
jsme na zacatku dikazu zakdzali. Kdyz bude R' dostatecéné velky (tj. |R'| > t),
stejnym postupem jako pii ditkazu Fordovy—Fulkersonovy véty v G' nalezneme ¢
hranové disjunktnich cest z v do v.

Pro spor predpoklddejme, 7e existuje n&jaky fez R’ C F takovy, 7e |R'| < t.
Uvézime mnozinu A = {z; (2',2") € R}, kterd bude vrcholovym Fezem grafu G,
nebot v G\ A nevede 74dné cesta mezi u a v. Jenze G je vrcholové t-souvisly a neni
tplny, dostaneme tak t < |A| = |R'| < t.

A jesté zbyva zkonstruovat vrcholové disjunktni cesty v grafu G: Pro cestu

(", 2y, 2], 2y, 2l . .. v") v grafu G’ vezmeme cestu (u, z1, 22, .. .,v). Kdyby se dvé

takové cesty protinaly v néjakém z;, musely by se protinat i pivodni cesty v hrané
! "

(wiﬂ T; )

Tim je diikaz hotov pro ptipad {u,v} ¢ E(G). Kdyz {u,v} € E(G), uvdzime graf
G — {u,v}. Ten mé vrcholovou souvislost aspoii t — 1 (protoZze odebrdnim hrany se
vrcholova souvislost snizi nejvyse o jednu), a podle pravé dokazaného tvrzeni v ném
najdeme ¢t — 1 vrcholové disjunktnich cest mezi u a v. K nim pfiddme hranu {u, v}
jako t-tou cestu. O
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4. SYSTEMY RUZNYCH REPREZENTANTU

Definice. Necht X a I jsou mnoziny. MnozZinovym systémem nad X nazveme |I|-
tici M = (M;,i € I), kde M; C X. (V mnoZinovém systému podle této definice se
tedy ta4Z mnoZina miZe nékolikrat opakovat.)

Systém riznych reprezentanti (SRR) je funkce f: I — X takova, Ze

(1) pro kazdé i € I je f(i) € M;

(2) f je prosté.
Jinymi slovy, SRR je vybér jednoho prvku z kazdé mnoziny M; takovy, ze vSechny
vybrané prvky jsou navzijem rtzné. Obecné se uvazuji nekonecné systémy, my
budeme zkoumat pouze systémy koneéné. Necht jsou tedy navic mnoziny X, I C N
a M; konecné.
Definice. Pdrovani v grafu G je mnozina hran F' C E(G) takova, ze kaZdy vrchol
grafu G patii nejvyse do jedné hrany z F.

Dalsi ekvivalentni definici parovani je tfeba to, ze hrany v parovani jsou dis-
junktni mnoziny nebo také ze stupen vrcholu v grafu obsahujicim pouze parovaci
hrany je nejvyse 1.

Definice. Incidencnim grafem mnozZinového systému M nazveme bipartitni graf

By = (TUX, {{i,z}; z € M;}).

Pozorovani. Systém riuzniych reprezentanti v M existuje, pravé kdyzZ v incidenc-
nim grafu B existuje pdrovdni velikosti |I|.

Nasledujici véta je prikladem tvrzeni, kde se zfejma nutnd podminka ukaze byt
i podminkou postacujici.
Hallova véta. Systém riznych reprezentanti v M existuje, pravé kdyZ pro kaZdou
J C I je |U;e; Mi| > |J|; tato podminka se nazyvd Hallova.
Diikaz. Zacéneme jednodussi implikaci. Necht v M existuje systém raznych repre-
zentantil, chceme ukézat, ze plati Hallova podminka. Zvolime libovolnou J C I.
Pro kazdy index j € J existuje prvek p; z mnoziny M; tak, zZe vSechny prvky p;
jsou navzajem ruazné. Proto

U M| > Hpsi g€ 3 =10,
JjEJ

i€J

Nyni dokazme implikaci obracenou. Méjme mnozinovy systém M, ktery spliuje
Hallovu podminku. Vezmeme bipartitni graf By, a udélame z néj sit:

¥4
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Presnéji zapsano, sestrojime sit S = (G, z,s,1), kde

V(G) ={z,s}UTUX
E(G) ={(z,i); i € I}U{(i,x); i€ I,x € M;} U{(z,s); z € X}.

Kapacity hran nastavime na 1 a nalezneme Fordovym—Fulkersonovym algoritmem
maximalni tok g. V kapitole o tocich jsme dokézali, ze takovy tok bude celociselny.
K toku g existuje miniméalni fez R’. Pro dalsi pribéh ditkkazu bude pot¥eba se v Fezu
R’ zbavit hran mezi I a X, aniz by se fez zvét$il. Vyrobime tedy fez

R ={(z,s); (x,5) € R'}U{(z,i); (z,4) € R'} U{(z,7); (i,z) € R'}.
Vyjadieno slovy, kdyz v R’ byla hrana (i,z) mezi mnoZinami I a X, zaménime
ji za odpovidajici hranu (z,7); rozpojime tak totiz stejnou cestu jako hranou (7, z).
Oznacime

A={i; (2,9) € R}, B={z; (z,s) eR}, J=I\A

Nakresleno

Protoze R je tez, hrany z J vedou jen do B, a tedy

U M; C B.
jeJ

Jaka bude velikost fezu R?

o(R) = 4| + 1B = 1| = 1]+ |B| > 1) = 7]+ | |J M5,
JjeJ
Nyni pouzijeme Hallovu podminku, ktera ¥ika, 7e | UJ.GJ M;| > |J|, a dostaneme
o(R) = [ = [T+ |J] = |1].
Tok ¢ tak bude mit velikost alespon |I].
Zbyva tici, co je hledanym systémem riznych reprezentantd. Jsou jim prosté
prvky mnoziny X takové, ze do nich tokem g tece jednicka. Formalné, SRR bude

funkce f, kde pro kazdé ¢ € T

f@) ==z takové, ze g(i,x)=1.
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O

Hallova véta méa celou fadu nejriiznéjsich aplikaci, a proto stoji za to si ji za-
pamatovat. Predvedeny diikaz neni jedinym moznym, vétu lze dokazat i primo
matematickou indukci bez pouziti tokii. Nebo ji Ize odvodit z Tutteovy véty, kterou
vysvétlime pozdéji.

Poznamka. Predpokldddme-li v teorii mnozin axiom vybéru, lze dokazat variantu
Hallovy véty, kde sice mnoziny M; musi byt kone¢né, ale mnoziny I a X mohou

Kdyz jsou X a I nekonefné (staci spocetné) a povolime nekonecné velikosti
(taktéZ staci spocetné) mnozin M;, analogie Hallovy véty neplati. Staéi zvolit X =
N, M; = X a ostatni M; jsou vSechny jednoprvkové podmnoziny mnoziny X. Zde
systém riznych reprezentantti nelze sestrojit.

4.1 Dusledky Hallovy véty.

Predvedeme nékolik zdkladnich disledkd Hallovy véty. Velmi uzitecéné je prede-
v§im nasledujici:
Tvrzeni. V bipartitnim grafu B = (V1 U Vs, E) s neprizdnou mnozinou hran E
takovém, Ze pro libovolné dva vrcholy x € Vi ay € Va plati deggxz > degpy,
existuje pdrovdni, které md velikost |Vi| (,uspokojuje éast Vi “).

Diikaz. Definujeme mnoZinovy systém M = (M;,i € I) nad Vs takovy,7ze [ =V; a
M; ={z eV {i,z} € E(B)}.

Obréazkem:
Va

Kdyz o systému dokazeme, ze v ném plati Hallova podminka, bude v ném exis-
tovat systém rtuznych reprezentanti. Tedy pro kazdy i € V; bude existovat z € V5
tak, Ze mezi nimi povede hrana, a vSechna x budou navzajem riznd. Ale to je presné
definice parovani, které plné uspokojuje c¢ast V;.

Zvolime libovolné J C Vi a bud B(J) = {z € Va;{i,z} € E(B)} mnozina
v8ech sousedit J v grafu B. Hallova podminka pozaduje, aby |B(J)| > |J|, coz
nyni ovéfime. Oznacme ki = minjes(degp j) a k2 = max,cp(s)(degp ). Pocet
hran mezi J a B(J) je pfinejmensim kq|.J|, a také nanejvys ko|B(J)|, takze ky|.J|
k>|B(J)|. Protoze podle piedpokladu tvrzeni plati k4 > ko, dostdvame i |.J|
|B(J)|. Tim je dikaz tvrzeni hotov.

I EVANPAN

Definice. Latinsky c¢tverec A je ¢tvercova matice typu nxn takova, ze
(1) aij € {1,2,...,’!7,}
(2) a;j # ayj pro kazdé j a i # 4’
(3) a;j # a;j pro kazdé i a j' # j.



26 KOMBINATORIKA A GRAFY L

Latinsky obdélnik A je matice typu k X n, spliwujici stejné podminky (1)—(3).

V kazdém tadku a sloupci latinského ctverce ¢i obdélniku se tedy vyskytuji jen
navzajem ruznd c¢isla.
Tvrzeni. KaZdy latinsky obdélnik, kde pocet tadki k je nizZsi neZ pocet sloupci n,
lze doplnit na latinsky ctverec.

Dukaz. K latinskému obdélniku budeme postupné pridavat dalsi a dalsi fadky, do-
kud jich nebude n.

n
k
| k+1
J
Sestrojime bipartitni graf G = (S U H, E), kde S = {s1,...,s,} je mnozina
sloupci latinského obdélniku a H = {1,...,n} je mnozina hodnot, ze kterych kon-

struujeme (k+1)-ni fadek. Hrana vede mezi s; a z, pokud se hodnota z nevyskytuje
v i-tém sloupci, tedy

E={{siz} v & s}

Nyni chceme do nového radku na j-tou pozici vybrat takovy prvek z, ze = se jednak
nevyskytuje v sloupci s; a jednak vechny takto vybrané prvky z jsou navzajem
razné. To je ale ekvivalentni s existenci parovani v grafu G, které plné uspokojuje
cast S.

Jaké stupné vrcholii maji jednotlivé ¢asti grafu G?7 V latinském obdélniku o &
tadcich chybi v kazdém sloupci n — k hodnot, proto degs s; = n — k pro kazdy
s; €8S.

Naopak, v kolika sloupcich mize chybét prvek z? V kazdém z k radka se vy-
skytuje pravé jednou, a pokazdé v jiném sloupci. Obsadi tedy k sloupct a chybét
bude v n — k sloupcich. To znamend, ze degs x = n — k pro kazdy = € H. Podle
predchoziho tvrzeni existuje parovani uspokojujici ¢ast S. |



PAROVANI V OBECNYCH GRAFECH 27

5. PAROVANI V OBECNYCH GRAFECH

Hezkym piikladem na parovani je problém hlidkujicich straznika. Straznici hlid-
kuji vzdy po dvojicich a kazdy straznik je ochoten spolupracovat pouze s nékterymi
kolegy, s ostatnimi se nesnese. Kazdy straznik je reprezentovian vrcholem grafu a
hrana vede do kazdého snesitelného kolegy.

Zlocin chceme samoziejmeé potlacovat v co nejvétsi mife, a tedy nas zajima, jaky
nejvétsi pocet strazniki mize slouzit (a kdo s kym), a za jakych podminek mohou
byt na obchtizce uplné vsichni.

5.1 Perfektni parovani a Tutteova véta.

Definice. Parovani M v grafu G nazveme perfekini, pokud |M| = ‘V(f)‘. Po-

¢et komponent souvislosti grafu G, které maji lichou velikost, ozna¢ime symbolem

Co(G).

Véta (Tutte). Graf G ma perfekini pdrovini, privé kdyz pro kaidou A C V(G)
je Co(G\ A) < |A|; tato podminka se nazyvd Tutteova.?

Nez pristoupime k dikazu, bude se ndm hodit nasledujici:

Lemma (o tfeSnicce). Graf G je disjunkinim sjednocenim iplnych grafi, prdavé
kdyz G neobsahuje K 5 (neboli ,tiesnicku) jako indukovany podgraf.

Diikaz. Pokud je G disjunktnim sjednocenim tplnych grafi, trividlné nemtize obsa-
hovat K ». Naopak obménou, necht G neni disjunktni sjednocenim uplnych grafd,
chceme ukazat, ze obsahuje K7 ,. Existuje tedy komponenta souvislosti C' a v ni
dva vrcholy x a y takové, Ze mezi nimi nevede hrana. Vrcholy z a y jsou v C' nutné
propojené cestami, necht P je (nékterd) nejkratsi z nich. Délka P je aspon 2, a
kazdé t¥i po sobé jdouci vrcholy a,b,c na P tvofi K, » (protoze kdyby {a,c} byla
hrana, cesta P by §la zkratit vynechdnim b). O

Diikaz Tutteovy véty. Nejprve necht v grafu G existuje perfektni parovani. Pro
libovolnou mnozinu A C V(@) tak v grafu G \ A vzniknou néjaké komponenty
souvislosti, zajimat nds ale budou jen komponenty liché velikosti. At bylo perfektni
parovani jaké chtélo, v kazdé liché komponenté prebyva alespon jeden vrchol, ktery
nutné musel byt sparovan s néjakym vrcholem z mnoziny A. Dvé liché komponenty
pritom nemohou sdilet stejny vrchol z mnoziny A, a tedy Cp(G \ A) < |A|.

vvvvv z

Druhé implikace je sloZitéjsi. Necht plati Tutteova podminka. Dikaz provedeme
matematickou indukci podle poc¢tu hran, netradi¢né vsak v obraceném poradi, od
(") k0.

)

3Vyslovujeme [tat] a [tatova].
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Pro p¥ipad uplného grafu K, je situace jednoduchd. Pro A = () dostaneme, Ze n
musi byt sudé, a tudiz lze jisté v K,, najit perfektni parovani.

Nadale predpokladejme, ze v grafu GG chybi alespon jedna hrana. Zvolime mno-
zinu W vrcholi takovych, ze z nich vede hrana do v8ech ostatnich vrcholu grafu G-

W= {u; deggu =n —1}

Jestlize je graf G \ W disjunktnim sjednocenim tuplnych grafii, dokdZeme jedno-
duse najit perfektni parovani. Vrcholy z komponent souvislosti grafu G \ W (coz
jsou uplné grafy) sudé velikosti jisté 1ze mezi sebou beze zbytku sparovat. V kazdé
liché komponenté nelze sparovat pouze jeden vrchol, mnozinu vsech takovych vr-
cholii oznacime Vy. Z Tutteovy podminky oviem vime, ze |Vo| = Co(G\ W) < |W|,
vrcholy Vp tedy sparujeme s mnozinou W. Toto je mimochodem jediné misto v di-
kazu, kde se ptimo pouzije Tutteova podminka.

Necht nyni G\ W disjunktnim sjednocenim taplnych grafi neni. Podle lemmatu
o tfesnicce v ném existuje K » jako indukovany podgraf. Vrcholy tohoto K7 » ozna-
¢ime z, s,y takto:

t
*
ey My
I
/\ o
£y

Ve vrcholu s nutné musi chybét hrana do néjakého vrcholu ¢ € V(G), jinak by
totiz s byl zafazen do mnoziny W. Oznacime e; = {z,y} jednou barvou a es = {s,t}
druhou barvou. Ani e; ani e; nejsou hranami grafu G.

Uvédomime si, ze pridanim libovolné hrany do grafu se Tutteova podminka ne-
porusi. V (G +e) \ A pro libovolnou hranu e a mnozinu vrchol A zjevné pocet
lichych komponent nevzroste. Vime tedy, ze oba grafy G + e; i G + e taktéz spl-
nuji Tutteovu podminku. Podle indukéniho predpokladu proto v G + e; existuje
perfektni parovani M; a v G + ey existuje perfektni parovani Ms. Na obrazcich
oznacime hrany pochéazejici z M; barvou hrany e; a hrany pochazejici z Ms barvou
hrany ey. Zadefinujeme mnozinu hran M jako

M := M, + M2,
kde + znaéi symetrickou diferenci mnozin.*
S takovou mnozinou hran plati pro kazdy vrchol u

0 kdyz z vrcholu u vedly stejné parovaci hrany,

degpsu = y N )
2 kdyz z vrcholu u vedly rtizné parovaci hrany.

Kazda komponenta souvislosti v takovém grafu je budto izolovany vrchol, nebo
kruznice sudé délky, kde se pravidelné stiidaji hrany obou barev. Ozna¢ime H hrany
kruZnice, na které lezi hrana ey, a rozebereme dva pripady. V obou se budeme snazit
sestrojit perfektni parovani M, jez neobsahuje ani jednu z hran e; a es, a tedy bude

4Cili M = (M U M2) \ (M1 N Mz), ,xor“ pro informatiky.
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vhodné i pro ptvodni graf G. MizZeme nadéle predpokladat, ze e; € M; a ey € My;
v opacném pripadé je My, resp. My perfektni parovani v G a ukon¢ime dikaz.

(1) Hrana ey ¢ H.
ol

Il es
Il
s

Na perfektni parovani M mimo kruznici H pouzijeme My, na kruznici H
pouzijeme hrany Ms. Formalné
M := (M, \ H)U (H N M).
(2) Hrana eo € H. Bez Gijmy na obecnosti miZzeme predpoklddat, ze vrcholy
s, x,y,t lezi na kruznici v poradi, jaké je zakreslené na obrazku.

Usek na kruznici H mezi z a s neobsahujici y ozna¢ime H;, Gisek mezi y a
t neobsahujici x oznac¢ime Hs. Mimo kruznici H lze pouzit obé parovani, uzi-
jeme treba znovu M;. V tseku H; zanechdme pouze hrany M,, v tseku Hs
pouze hrany M;. Zbyvaji sparovat uz jen vrcholy y a s. Mezi nimi oviem
vede hrana a tu muzeme zahrnout do parovani. Perfektni parovani M tedy
je -
M = (Ml \H) U (H1 n Mg) @] (HZ li) U {y,S}

O

5.2 Maximalni parovani a Edmondsuav algoritmus.

V minulém oddilu jsme charakterizovali grafy majici perfektni parovani. Protoze
ne v kazdém grafu perfektni parovani existuje, bude nas zajimat alespon parovani
maximélni, tedy pokryvajici nejvétsi mozny pocet vrcholfi.” Ukazeme algoritmus,
ktery pro libovolny graf maximalni parovani nalezne v polynomialnim case.

Ptipravime si nejprve nékolik technickych prostiredki.

5V anglické terminologii se diislednd rozliSuje (a to nejen u parovéni) ,maximum matching®,

tedy parovani pokryvajici nejvétsi mozny pocet vrcholid, a ,maximal matching“ pro nejvétsi pa-
rovani ve smyslu inkluze, tedy parovéni, ke kterému jiz nelze pridat zadnou dalsi hranu.
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Definice. Necht M je parovani v grafu G. Vrchol u € V(G) nazveme volng, pokud
deg,s v = 0. Vrcholu, ktery neni volny, budeme fikat spdrovany.

Cestu w1, us, - .., usx v grafu G nazveme volnou stiidavou cestou, pokud

(1) vrcholy uy a usg jsou volné,
(2) hrany {ugit1,u2i2} & M,
(3) hrany {us;,uit1} € M.

Tlustrace:

U U2 us Uy Us Ue

Lemma 1. Pdrovani M je mazimdlni, prave kdyz v grafu neezxistuje volnd stridavd
cesta.

Dukaz. Kdyz v grafu volna stiidava cesta existuje, parovani M jisté neni nejveétsi:

Tomuto procesu budeme rikat alternace volné stridavé cesty.
Necht naopak M neni nejvétsi, ¢ili existuje parovani M’ takové, ze |M'| > |M]|.
Definujeme mnozinu hran M jako

M=M-=M.

V M mé kazdy vrchol stupen 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti této konfigurace
jsou kruznice sudé délky a cesty, kde se pravidelné st¥idaji hrany M a M’. Jelikoz
|M'| > | M|, musi existovat komponenta tvaru liché cesty, v niz je hran M’ o jednu

vice, nez hran M. Ta tvori volnou stfidavou cestu pro M. a
Definice. Lichou kruznici Cor41 = {v1,v2,..., 241} grafu G nazveme kvétem,
jestlize

(1) vrchol v; je na mnoZiné hran kvétu C volny,
(2) hrany {vziy1,v2i42} ¢ M,

(3) hrany {1)21',1)21'4_1} eEM,

(4) mé alespon jeden stonek.

Stonkem nazveme cestu, kterd zacina ve vrcholu vy, prvni hrana je parovaci, pra-
videlné se na ni (jako ve volné st¥idavé cesté) stiidaji parovaci a neparovaci hrany
a posledni vrchol je volny. Stonek miize mit i nulovou délku, to kdyz je vrchol vy
volny v celém grafu G. Stonek také nemusi viibec existovat, naptiklad kdyz je vy
obsazen v parovaci hrané, kterd neni soucasti kvétu C' a z niz dale nepokracuje
zadna dalsi neparovaci hrana.

Tlustrace:
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kveét

P , U1
parovaci

neparovaci

stonek

Pfipomenime jesté definici kontrakce hrany v grafu.

Definice. Necht G = (V, E) je neorientovany graf a e = {u,v} jeho hrana. Zépis
G . e oznacuje graf vznikly z G kontrakei (,,smr§ténim“) hrany e do jednoho vrcholu,
neboli formalné

V(G.e) = (V\{u,v}) U{v},
E(G.e) = (Eﬂ (V\{;,v})) U {{ve,z}; {z,u} € EV {z,v} € E}.

G G-e
e\ . e
x

Je-li FF C F mnozina hran, oznacuje G . F' graf vznikly z G postupnou kontrakei
vSech hran z F'. Je snadno vidét, ze vysledek nezavisi na potradi kontrahovanych
hran, ale jen na G a F.

Lemma 2. Necht C je kvét v grafu G. Potom pdrovini M v G je mazimdalni, prave
kdyz M\ E(C) je mazimdlni pdrovani v grafu G . C, tj. s kvétem C' zkontrahovanym
do jediného vrcholu.

Dukaz. Podle lemmatu 1 stac¢i ukazat, ze v G existuje volna stiidava cesta, pravé
kdy7 volna stiidava cesta existuje v G'.C. Oznaéime G' = G .C a vrchol, ktery
vznikne kontrakci C', pojmenujeme k.
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Méjme volnou stiidavou cestu P v G, ukdzeme, ze v G’ existuje volna stiidavéa
cesta P'.

Pokud je cesta P s kvétem C' disjunktni, kontrakce se ji zjevné nijak nedotkne
a bude tak tvorit cestu P’ v grafu G'. Naddle necht ma tedy cesta P s kvétem
primnik. Jeden koncovy vrchol cesty P oznaéime w,, druhy koncovy vrchol ws. Usek
cesty P od w; do prvniho vrcholu, v némz cesta vstoupi do kvétu, pojmenujeme
Py, analogicky tsek od ws oznaéime P. Pokud existuje stonek S kvétu C' takovy,
ze je disjunktni s Py, staéi se v grafu G' vydat po P; k vrcholu k (ktery v G’ splyvé
s vrcholem vy stonku S) a projit cely stonek S. Toto je hledand cesta P’. Podobné,
existuje-li stonek S disjunktni s P, bude cestu P’ tvofit isek P» az k vrcholu &k a
déle cely stonek S.

Necht naddle mezi vSemi platnymi stonky kvétu C' neexistuje ani jediny, ktery by
nemél prunik s P, ¢i P,. Méme stonek S takovy, ze cesta P v okamziku napojeni
tseku Py, resp. P, na S (oznafme tento vrchol u) po S pokracuje smérem od kvétu.
Tehdy lze cestu P’ sestrojit tak, Zze po projiti tiseku Py, resp. P> se od vrcholu u
po S vydame smérem od kvétu az do posledniho vrcholu stonku S, ktery je volny.
Muzeme tedy nadale predpokladat, Ze neexistuje zadny takovy stonek S.

Zvolime libovolny stonek S. Zbyva vyresit situaci podobnou té na obrazku:

» W2

PopiSeme, jak i v tomto piipadé zkonstruovat cestu P’'. Vydame se po cesté P od
vrcholu wy a oznacime w{ posledni navstiveny vrchol stonku S, nez jsme vstoupili
do kvétu C. Analogicky definujeme vrchol wy.

Cesta P’ bude nésledujici: Porovname, ktery z vrcholii w} a w) je na stonku S
blize kvétu C, bez Gjmy na obecnosti at je to vrchol w). (V situaci na obrazku je to
skutecné vrchol w}.) Od piislugného wy se vydame k w}, od né&j po S do vrcholu vy
(ten v G’ splyva s k; neni také vylouceno, Ze splyvaji w| a v;), opustime ho posled-
nim spole¢nym vrcholem C' a cesty P ve sméru z w; do ws a dile pokracujeme po
puvodni cesté P.

Nyni méjme volnou stiidavou cestu P’ v G', ukdzeme existenci volné stiidavé
cesty P v G. Rozebereme moznosti:
(1) Kdyz cesta P' neobsahuje k, hledand P = P'.
(2) Kdyz P' konéi v k, u vysledné cesty v G potiebujeme zajistit, aby byl
koncovy vrchol volny. Vrchol k neni v G’ sparovany, a tudiz mé kvét C
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stonek nulové délky. Z cesty P tedy mtzeme udélat volnou st¥idavou cestu
obejitim kvétu po spravné strané a zakoncenim ve vrcholu, kde sousedi dvé
neparovaci hrany.

(3) Kdyz k je vnitini vrchol P’, potom P’ vrchol k pravé z jedné strany opousti
parovaci hranou. V grafu G tedy nutné musi pfislusnad cesta P vstupovat
do kvétu C neparovaci hranou a opoustét kvét stonkem. Stadi jen spravné
zvolit smér, kterym obejit kvét C, a propojit oba tiseky cesty.

O

Idea Edmondsova algoritmu pro maximalni parovani je pomérné jednoducha.
Vyzbrojeni lemmatem 1 chodime po grafu a vyhleddvame volné stiidavé cesty,
které vylepsujeme. Komplikace nastane, kdyz se v grafu vyskytne kvét. Tehdy neni
jasné, jestli se po ném mame vydat zleva nebo zprava. Situaci vyfe§ime zkontraho-
vanim kvétu do jediného vrcholu, rekurzivnim volanim algoritmu na zmenseny graf
a naslednou rekonstrukci maximalntho parovani v pavodnim grafu.

Algoritmus uvedeme v inkrementalni podobé, kterd bude umét k néjakému sta-
vajicimu parovani vytvorit parovani alespon o jednu hranu vétsi, pripadné oznamit,
7e parovani jiz bylo maximalni. Za¢neme-li tedy s prazdnym parovanim, nejvyse po
5 + 1 iteracich nalezneme parovani maximalni.

Edmondsuiv ,zahradni“ algoritmus. Vstupem algoritmu je graf G a jeho libo-
volné parovani M, t¥eba prazdné. Vystupem je parovani M', které je alespon o 1
vétsi, nez parovani M, piipadné M’ = M kdyz uz M bylo maximalni.

(1) Zkonstruujeme maximalni mo’ny Edmondsiv les vzhledem k aktudlnimu
M:

0. hl. ° ° e Vvolné vrcholy
1. hl.
2. hl.

3. hl.

4. hl.

Co to znamena? Do nulté hladiny umistime v8echny volné vrcholy. Z kaz-
dého z nich pustime prohledani grafu do s$itky a sestrojime maximalni strom
takovy, ze se mezi hladinami pravidelné stfidaji parovaci a neparovaci hrany.
7 vrcholu liché hladiny tedy pokracujeme vzdy po parovaci hrané, a z vr-
cholu sudé hladiny po neparovaci hrané, ptricemz nechodime do vrcholi,
kde uz jsme byli (poznamenejme jesté, ze Edmondsiv les neni urcen jedno-
znacné).

Neékteré vrcholy grafu G se v Edmondsové lese viibec neobjevi, rikejme
jim tfeba kompost. Uvniti kompostu jsou vSechny vrcholy néjak sparovany,
nebot vSechny volné vrcholy jsou kofeny Edmondsova lesa. Z kompostu
vedou neparovaci hrany jen do vrchol na lichych hladindch Edmondsova
lesa a pro dalsi priubéh algoritmu nejsou vrcholy z kompostu podstatné.

(2) Pokud existuje hrana e grafu G mezi sudymi hladinami riznych strom,
nalezli jsme volnou st¥idavou cestu. Nalezenou cestu zalternujeme (tim pti-
ddme hranu e do parovéni), vratime vysledné parovani M’ a skoné¢ime.
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(3) Pokud existuje hrana mezi sudymi hladinami jednoho stromu, nalezli jsme
kvét C. Tedy, jesté vlastné nenalezli, ale kdyz se od obou konct hrany
vyddme vzhiru, v néjakém vrcholu v (nejpozdéji v kofeni) se obé cesty
setkaji. Cesta od v nahoru do kofene je stonkem kvétu C. Zkontrahujeme
kvét C do jednoho vrcholu k (kvét ,ustiihneme“) a rekurzivné zavolame
algoritmus na graf G . C' s parovanim M \ E(C). Co mohl algoritmus vratit:

a) Staré parovani M\ E(C) beze zmény. V tom piipadé vratime M’ := M
(kterézto parovani je dle lemmatu 2 maximalni v G) a skonéime.

b) N&jaké vétsi parovani M'. Je-li vrchol k v M’ volny, staéi polozit M’ :=
M' U Ep(C). Je-li k sparovany, musime jesté do M' vhodné pridat
parovani na C, abychom pokryli kazdy vrchol na C' pravé jednou.
Hrany M’ vratime a skondéime.

(4) KdyZ neexistuje hrana mezi sudymi hladinami (a tedy ani volnd st¥idavé
cesta), je M' := M dle lemmatu 1 maximélni parovani, které vratime a
skonc¢ime.

Tvrzeni. Edmondsiuv algoritmus, spustény na grafu G a pdrovani M, dobéhne
v c¢ase O(n(n + m)), kde n je pocet vrcholii a m pocet hran grafu G, a najde
pdrovdni M' alespoti o jednu hranu vétsi neZ M, pripadné ozndmi, Ze pdrovdini M
uz bylo mazimdlni. Maximdlni pdrovini tedy lze najit v case O(n*(n +m)).

Diikaz. Pri diikazu spravnosti si uvédomime, kdy miize algoritmus skoncit:

(1) V kroku 2, kdyZ jsme nalezli volnou st¥idavou cestu a zalternovali ji. Tim
jsme ovSem zvysili pocet hran v parovani o 1.

(2) V kroku 3a, to kdyz algoritmus nalezl maximélni parovani v kontrahovaném
grafu. Potom podle lemmatu 2 je nalezené parovani maximdlni i v grafu
puvodnim.

(3) V kroku 3b, kdyZz jsme z rekurze dostali v&tsi parovani M', které jsme
vhodné zkombinovali s parovianim na kvétu C. Parovani kvétu C' jsme
schopni vytvorit stejné velké, jaké existovalo pred rekurzivnim volanim, al-
goritmus tedy vrati vétsi parovani, nez bylo M.

(4) V kroku 4, kdy7 v grafu neexistuje 7zddné volné sti¥idava cesta. Podle lem-
matu 1 je takové parovani maximalni.

Edmondsiv les lze pricchodem grafu do §ifky sestrojit v ¢ase O(n+m). Vyhledéani
a pripadné alternovani volné st¥idavé cesty zvlddneme v ¢ase O(n +m). Vyhledéani
kvétu C a konstrukci grafu, kde je kvét C' zkontrahovany, opét umime stihnout
v O(n + m). Na kazdé trovni rekurze se tedy vykond O(n + m) prace, zbyva si
uvédomit, jak je to s rekurzivnim voldnim. Pti béhu algoritmu se rekurze spousti
pouze jednou, vysledny cas tedy je O((nejvétsi hloubka rekurze)-(n+m)). Hloubka
rekurze jisté neptresdhne n/2, nebot s kazdou kontrakei kvétu ubudou alespon dva
vrcholy, jeden pribéh algoritmu tudiz zabere O(n(n + m)) casu.

Pti hledani maximalnitho parovani stac¢i zacit s parovanim prazdnym a opa-
kované spoustét Edmondsiv algoritmus, ktery ho v kazdé iteraci zlepsi alespon
o jednu hranu. ProtoZe maximalni parovini miZe mit nejvyse n/2 hran, proces se
po O(n?(n +m)) krocich zastavi. O

Pozndmka. Edmondsuv les je vhodny pro zndzornéni, pti skuteéném programovani
bychom zadny les nekonstruovali. Pouze bychom z volnych vrchold spustili prohle-
dani do 8irky a ke kazdému vrcholu si pamatovali z jakého volného vrcholu byl
navstiveny a jakad je jeho hladina (tedy aktudlni vzdalenost z volného vrcholu).
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Kdyz pii prohleddvani narazime na jiz navstiveny vrchol, pak lze jednoduse otes-
tovat, zda-li je to hrana mezi riznymi stromy nebo uvniti jednoho stromu, a tedy
i zda mame volnou stridavou kruznici nebo kvét.

Pokud nebudeme Edmondsiiv algoritmus pouzivat v inkrementélni podobé a pre-
piSseme ho rovnou jako algoritmus na nalezeni maximéalniho parovéni z prazdného,
odpadnou tim nékteré opakované operace a lze ho pouzitim chytrych datovych
struktur urychlit na ¢as O(n3). V souasnosti nejrychlejsi znamy algoritmus na
hledani maximalniho parovani pochazi od Silvia Micaliho a Viajaye Vaziraniho a
pracuje v ¢ase O(y/n - m), kde m je podet hran grafu G.
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6. HAMILTONOVSKE KRUZNICE

6.1 Definice hamiltonovskych grafti a Chvatalova véta.

Definice. Hamiltonovskd kruznice v grafu G je kruznice obsahujici vSechny vrcholy
grafu.

Otéazka, zda v grafu existuje hamiltonovska kruznice, je slavny NP-tplny pro-
blém. Proto se hledaji nejriznéjsi postacujici podminky pro jeji existenci. Ukazeme
si zajimavou vlastnost hamiltonovskych grafi, kterou objevil cesky matematik Vac-
lav Chvétal. I nékteré obtiznéjsi véty z ni vyplynou jako jednoduchy dusledek.
Definice. Mé&jme graf G = (V, E). Na pocatku polozime Ey := E a zavedeme graf
[G]° := (V, Ey). Budeme opakovat nasledujici krok pro i = 0,1,2,... tak dlouho,
dokud to ptjde:

e Kdy7 existuji dva vrcholy uw,v € V, {u,v} ¢ E;, spliwjici
degj: u + degjgi v > |V,

pak polozime E;y1 := E; U {u,v} a [G]" := (V, Eiy1).

Graf [G] := [G]* pro nejvyssi dosazené k nazveme Chudtaloviym uzdvérem grafu G.
Pozorovani. Chvdataliv uzdver je urcen jednoznacné.

Diikaz. Méjme graf G a pro spor vezméme dva rizné Chvatalovy uzavéry [G]; a
[G]2- Do [G]; jsme postupné pfidavali hrany eq,...,ex, do [G]2 hrany fi,..., fr.
Zvolime hranu e; = {u, v} prvni takovou, 7e e; ¢ E([G]2).

V case i — 1 byly stupné vrcholi v a v 0 jednu mensi nez v Case ¢ a jejich soucet
byl alespoii |V]. Proto jisté

deg;q), v + degigy, v > deg[G]iq u+ deg[G]i—l v> V]

Hrana e; tak nutné musela byt zafazena i do [G]s. a

Véta (Chvatal). Graf G md hamiltonovskou kruznici, pravé kdyZ hamiltonovskou
kruznici ma graf [G).

Dukaz. Implikace zleva doprava je ziejméa. Pro opa¢ny smér ndm staci ukazat na-
sledujici tvrzeni:
e Necht pro dva vrcholy u,v € V(G), {u,v} ¢ E(G) takové, 7e degq-u +
degn v > n, je graf G + {u, v} hamiltonovsky. Potom je hamiltonovsky i G.
Zpétnym obiranim Chvéatalova uzavéru [G] o hrany se nakonec vratime zpét ke
grafu G, ktery bude mit hamiltonovskou kruznici.
Hamiltonovskou kruznici v G+{u, v} oznac¢ime K. Pokud {u,v} ¢ K, je ve v po-
fadku, K je hamiltonovskou kruznici i v G. Necht nadéale {u,v} € K. Pfedvedeme

si, 7e hranu {u, v} 1ze ,pfemostit* jako zde, plné hrany znaé¢i novou Hamiltonovskou
kruznici:
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Bez jmy na obecnosti K = (u = uy,u2,...,u, = v). Mnozina A bude obsa-
hovat ¢isla i kandidatd na pocatecni vrchol w;, mnozina B cisla ¢ kandidati na
predchazejici vrchol w;_;:

A={is fu,u} € B@} B ={i: {v,ui1} € @)}

Nepréazdny prinik A a B bude znamenat existenci hrany {u;, u;—1 } jako na obrazku.
Ziejmé |A| = degou a |B| = deggs v, a také urcité A C {2,3,...,n — 1} a
B C {3,4,...,n}. Proto |[AU B| <n — 1. Nyni ovéfime, Ze AN B # {:

|[ANB| = |A|+|B|—|AUB| = degu+degv—|AUB| > n—|AUB| > n—(n—1) > 1.

Tedy pro néjaké i € AN B se v grafu G vyskytuji hrany {u,u;} a {v,u;—1}. Hamil-
tonovskd kruznice K’ grafu G pak bude tvaru

!
K = (ulau2a"'aui—17v = 'U/n;un—la---;ui)-

O

Dusledek. Necht v grafu G pro kazZdé dva vrcholy u,v € V(G), {u,v} ¢ E(G)
plati degu + degv > n. Pak G je hamiltonovsky.

Diikaz. Graf [G] je Gplny graf a ten jisté ma hamiltonovskou kruznici. Tedy je
hamiltonovsky i G. O

Disledek (Diracova véta). Necht v grafu G pro kaZdy vrchol v € V(G) plati
degv > 5. Potom G je hamiltonovsky.

Dukaz. Ziejmé z predchoziho dasledku. O

6.2 Problém obchodniho cestujiciho.

Problém obchodniho cestujictho (Traveling Salesman Problem — TSP)® je dalsi
slavnou NP-tplnou tlohou. Mame dany graf G s ohodnocenymi hranami, a tkolem
je najit hamiltonovskou kruznici s minimalnim sou¢tem vah. Motivaci pro TSP je,
jak nazev napovidd, rozvrhnout obchodnimu cestujicimu program navstév jednot-
livych mést, aby v kazdém byl pravé jednou, skoncil opét doma, a co nejvice usettil
na benzinu.

Jelikoz je TSP algoritmicky obtizny, ukaZzeme polynomidlni algoritmus, ktery
dava alespon priblizny vysledek. Takovym algoritmtm se tika aprozimacni. Nas
algoritmus v8ak funguje pouze na uplnych grafech spliujicich trojihelnikovou ne-
rovnost.

6Politicky korektni oviem je , Traveling Salesperson Problem*.
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Aproximaéni algoritmus pro uplny graf s trojihelnikovou nerovnosti.
Vstupem je aplny graf K, s nezapornym ohodnocenim hran w. Pro w plati
trojihelnikova nerovnost, tj. pro kazdé t¥i hrany tvaru {z,y}, {y, 2}, {z, 2} je

w({z,y}) + w({y, 2}) =2 w({z, 2}).

Pro mnozinu hran S oznac¢ime

Postupujeme takto:

(1) Najdeme v K,, minimdlni kostru T'.

(2) Graf K, (vCetné kostry T') symetricky zorientujeme, zachovidme p¥i tom
véhy hran.

Tl

Ky

(3) Z kostry T vznikne symetrickou orientaci podgraf f, ktery lze nakreslit
jednim tahem, naptiklad tak, ze ho ,obejdeme po obvodu®“. Sledu hran,
ktery tim dostaneme, fikejme S.

(4) Dokud existuje vrchol u s alespon dvéma vystupnimi hranami, nahrazujeme
ve sledu S hrany (u,w) a (v,u) hranou (v, w) (jesté jednou pfipomenime, Ze
pracujeme s Gplnym grafem).

Tvrzeni. Algoritmus je polynomidlni a vrdti trasu S obchodniho cestujiciho, jejiz
délka je

(5) Vratime S.

w(S) = Zw(e) < 2 (optimdlni TeSeni TSP).
eeS

Diikaz. Kroky 1 az 3 jisté umime provést v polynomialnim case. V kazdé iteraci
kroku 4 snizime deg™ (u) a deg™ (u) o jednu, krok 4 se tedy provede nejvyse tolikrét,
kolik je pocet hran grafu G. Algoritmus je tak polynomialni.
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Pfi béhu algoritmu plati invariant, Ze sled S prochazi v§emi vrcholy grafu G. Na
konci neexistuje vrchol, ze kterého by vychazely dvé hrany, a sled S tedy prochazi
kazdym vrcholem pravé jednou.

V kroku 1 je jisté w(T) < OPT, optimélni trasa obchodniho cestujictho musi
mit totiz alespon takovou vahu, jako je vaha minimdlni kostry pokryvajici vSechny
vrcholy. V kroku 3 se diky orientaci T zapotita kazdé hrana dvakrat, tedy

w(S) = w(T) = 2w(T) < 2- OPT.

ProtoZze ohodnoceni hran spliiuje trojihelnikovou nerovnost, hodnota w(S) kro-
kem 4 nevzroste. a

Poznamka. Problém obchodniho cestujiciho je vzhledem ke své praktické vyuzitel-
nosti intenzivné studovan, slusi se proto rici i néco o souc¢asnych znamych vysledcich.

TSP je NP-t&zké C-aproximovat (tedy najit cestu obchodniho cestujiciho nejvys
C-krat delsi nez cesta optimdlni) pro kazdou konstantu C' > 1.

Pokud vzdéalenostni funkce splhuje trojihelnikovou nerovnost, TSP ztistava NP-
uplny. Dokonce se vi, Ze pro jisté éislo g > 0 je i (1+¢g)-aproximace NP-tplna. Na
druhé strané je zndm algoritmus aproximujici s faktorem 3/2 (my jsme ukézali jed-
nodus$i algoritmus s faktorem 2). Tento algoritmus byl zformulovan v sedmdesétych
letech a od té doby se nikomu nepodafilo faktor 3/2 vylepsit.

Jesté specidlnéjsi verze problému obchodniho cestujiciho je euklidovsky TSP, kdy
vrcholim tplného grafu K,, jsou pfifazeny body d-dimenziondlniho euklidovského
prostoru R? a ohodnoceni hrany {u,v} je euklidovska vzdalenost piisluinych bodi
v R¢. Tuto verzi TSP lze (14¢)-aproximovat v polynomialnim ¢ase pro kazdé pevné
e > 0 a kazdé pevné d (¢as ovSem neni nutné polynomidlni v zavislosti na d a ).
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7. ROVINNE GRAFY A KURATOWSKEHO VETA

Definice. Graf je rovinng, pokud existuje jeho nakresleni v euklidovské roving,
v kterém se nakresleni zadnych dvou hran nekiizi. Stény nakresleni jsou souvislé
oblasti, které vzniknou z roviny po odebrani hran.”

V nésledujicim textu dokadzeme jednu z nejslavnéjSich vét z oblasti rovinnych
grafti. Pochézi od polského matematika Kazimierze Kuratowského (1896-1980), po
kterém je i pojmenovana. Jak uvidime, véta poskytuje prekvapivé jednoduchou
kombinatorickou charakterizaci rovinnych graft.

Definice. Necht G = (V, E) je grafa e = {z,y} € E jeho hrana. Zapis G % e znadi
graf

G%e=(VU{z}, (BE\{{z.y}})U{{z,2},{z.9}}),

kde z ¢ V je novy vrchol. (Na hranu {z,y} ,pfikreslime* novy vrchol z.) Operaci %
budeme nazyvat déleni hrany a jejim postupnym opakovanim dostaneme déleni

grafu.

Véta (Kuratowského). Graf je rovinng prdvé tehdy, kdyZ neobsahuje jako pod-
graf déleni grafu K5 ani K3 3.

Pivodni Kuratowského dikaz byl zna¢né rozsahly, rozebiral mnozstvi moznych
pripadi. V nedavné dobé prisel s elegantnéjsim dikazem dansky matematik Carsten
Thomassen, a ten si pfedvedeme i my. Nez ale prejdeme k samotnému dikazu,
ukazeme si zdkladni definice a véty, které v ném budeme potiebovat.

Lemma (usaté). Graf G je 2-souvisly, pravé kdyZ je mozné vytvoiit ho z libovolné
jeho kruznice piiddvdnim us? (neboli operacemi pFiddani hrany a déleni hrany).

Dikaz mize ¢tenar najit v knize Kapitoly z diskrétni matematiky.

Lemma 1. KaZdy rovinny graf je mozné nakreslit tak, Ze pfedem zvoleny vrchol v
(resp. predem zvolend hrana e) leZi na hranici vnéjsi stény.

Diikaz. Vyuzijeme stereografickou projekci, zobrazeni, pomoci kterého umime ro-
vinny graf prekreslit na sféru tak, Ze ani na ni se Zadné dvé hrany nekiizi. S vyjimkou
»severniho pélu® se jedna o bijekci, takZze nakresleni je mozné prevést i zpétné do
roviny. Aby vrchol v (pfipadné hrana e) leZel na hranici vnéjsi stény, staci vhodné
pootocit sférické nakresleni pied projekci do roviny. Konkrétné tak, aby ,severni
pol* lezel ve sténé incidentni s vrcholem v (pfipadné hranou e).

Podrobnosti si ¢tendr miize precist opét v Kapitolich z diskrétni matematiky.

"Tato definice je spife intuitivni, ndm ale bude postatovat. Pokud by ¢tenafe zajimalo jeji
formalni znéni, mtze ho najit naptiklad v knize Kapitoly z diskrétni matematiky od J. Matouska
a J. Nesetfila.
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Pozorovani. Necht A je vrcholovy fez v grafu G s minimdlnim moznym poctem vr-
choli. Potom z kazZdého vrcholu z A vede alespomi jedna hrana do kaZdé komponenty
indukovaného podgrafu G\ A := G[V(G) \ A4].

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, ze v A existuje vrchol x, ktery neni spojeny
s nékterou komponentou souvislosti grafu G \ A. Potom ale mnozina A \ {z} bude
tvorit téz vrcholovy Fez, ktery mé men$i pocet vrcholt nez A, coz je spor s jeji
minimalitou. O

V nésledujicim textu budeme pouzivat operaci kontrahovani hrany, jejiz definici
mize ¢tendr najit v kapitole o Edmondsové algoritmu.

Lemma 2. V kaZdém vrcholové 3-souvislém grafu G o alespon 5 vrcholech existuje
hrana e, jejiz kontrakci se 3-souvislost neporusi. Disledkem toho je mozZné vytvorit
kazdy vrcholové 3-souvisly graf z K4 nékolikandsobnym opakovdnim obrdicené ope-
race ke kontrakci hrany, pricemz v kazdém kroku bude navic vznikly graf vrcholové
3-souvisly.

Diikaz. Postupujeme sporem: necht existuje vrcholové 3-souvisly graf G o alesponi 5
vrcholech a necht pro kazdou jeho hranu e plati, Ze G . e uz neni vrcholové 3-souvisly
(vrchol, ktery jsme obdrzeli kontrakei hrany e, budeme nazyvat v,).

Podle definice 3-souvislosti existuje pro kazdou takovou hranu mnoZina vrcholi
A CV(G.e), s mohutnosti |A| < 3, po jejimZ odebréani se G . e stane nesouvislym.
Pokud by A obsahovala jen jeden vrchol (bud v. anebo né&jaky jiny), nebyl by
puvodni graf G vrcholové 3-souvisly, protoze

e kdyz A = {v.}, vrcholy hrany e by tvofily fez v G, a
e kdyz A = {z}, = # v., mnozina A je fez v grafu G.

Nutné tedy |A| = 2. Mohl by vrchol v, chybét v mnoZiné A? V takovém piipadé
by A byl fez v G, takze A obsahuje vrchol v, a néjaky dalsi.

Shrnutim predeslych tivah dostavame, Ze pro kazdou hranu e existuje vrchol z,
takovy, Ze e U {z.} je fez v G. Zvolme nyni{ hranu e a k ni vrchol z, tak, abychom
po jejich odebrani dostali nejvétsi moznou komponentu souvislosti, oznac¢ime ji K.
Nasim cilem je pro spor najit néjakou jinou hranu (s p¥islusnym vrcholem), jejimz
odebranim vznikne vétsi komponenta nez K,.; tim dokdzeme, ze takova hrana e
neexistuje.

Pokud budeme vrcholy nelezici v komponenté K, nazyvat zbytek, z predeslého
pozorovani plyne, %e z, je spojeny hranou (oznacme ji f) s nékterym vrcholem ze
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zbytku. I k této hrané f existuje vrchol zf, ktery s ni tvofi vrcholovy fez. Rozebe-
reme moznosti, kde vSude muze lezet vrchol z¢. V kazdém pripadé dostaneme vétsi
komponentu souvislosti.

(1) Vrchol z lezi ve zbytku. Po jeho odebrani komponenta K, zistane nepo-
rusena a navic k ni pribude hrana e.

(2) Vrchol 2 je jednim z krajnich vrchold hrany e. Komponenta K. opét zi-
stane neporu$end a navic je s ni spojen jesté druhy vrchol hrany e.

(3) Vrchol zy € V(K,). Neni Gplné jasné, zda-li se komponenta K, + e nemtize
odebrdnim z; rozpadnout. V takovém piipadé bychom vSak mohli pouzit
vrcholy zf a . jako vrcholovy fez v pivodnim grafu, coz piedpoklad zaka-
zuje. Odebranim x¢ se sice komponenta K. zmensi o jeden vrchol, nicméné
hrana e pfispéje dvéma novymi.

Kazda moznost tedy vede ke sporu. O

Lemma 3. V libovolném rovinném nakresleni rovinného vrcholové 2-souvislého
grafu je hranici kaZdé stény (grafovd) kruZnice.

Diikaz. Nepfritele nechdme, aby zvolil rovinné nakresleni. Pomoci usatého lemmatu
umime toto nakresleni vytvorit z kruznice pridavanim usi. Kazdym prilepenym
uchem se néjaka sténa rozpadne na dvé nové, jejichz hranicemi budou opét grafové
kruzZnice. O

Nyni se jiz mtizeme pustit do ditkazu hlavni véty.

Dukaz Kuratowského véty. Zacneme tou lehéi implikaci, zleva doprava. To, Ze grafy
K5 a K33 nejsou rovinné (maji piili§ mnoho hran), plyne napiiklad z disledkt
Eulerova vzorce. Konkrétné, rovinny graf o péti vrcholech mé nejvyse 3-5—-6 =9
hran, zatimco K5 méa 10 hran. Podobné rovinny graf s Sesti vrcholy bez trojuhelniku
ma nejvyse 2-6 —4 = 8 hran, ale K33 ma 9 hran. Tedy ani jejich déleni nemize
byt rovinné.

Tu opacnou, podstatnou implikaci ukdzeme nyni. Budeme postupovat indukci
podle poc¢tu vrchold (dale znacime n). V indukénim kroku rozligime nékolik p¥ipadi
podle vrcholové souvislosti grafu.

Kazdy graf na maximéalné ¢tytfech vrcholech je rovinny. Jinymi slovy, Ky je mozné
nakreslit bez kiizeni, a tedy i grafy, které z néj vzniknou odebranim hran ¢ vrcholi,
zustanou rovinnymi. Prvni krok indukce (pro n < 4) méme tedy hotovy.

Od nepritele jsme dostali graf G s n > 5 vrcholy, ktery neobsahuje déleni K
ani K3 3. Pfedpokladejme, Ze pro mensi grafy véta plati, tj. vime, Ze graf na méné
nez n vrcholech bez déleni K5 a K33 je rovinny. Podivame se, jaky ma& G stupen
vrcholové souvislosti a jednotlivé piipady dokazeme zv1ast.

(1) ky(G) = 0 aneb graf G je nesouvisly. Na kazdou komponentu souvislosti po-
uzijeme zvlast indukéni predpoklad a vysledky nakreslime dostate¢né daleko
od sebe.

(2) ky(G) = 1. Vrcholova souvislost je rovna 1, takze G obsahuje artikulaci w.
Necht se po odebrani artikulace u graf G rozpadne na komponenty souvis-
losti C1,...,C.

Uvézime grafy G1 = G[C; U {u}] a Gy = G[C2 U ... U C} U {u}]. Podle
predpokladu zadny z nich neobsahuje déleni K5 ani K33 a kazdy ma méné
nez n vrcholi. Pouzitim indukéniho predpokladu je muzeme nakreslit bez
kfizeni hran. Nyni uZijeme lemma 1 a graf G; i G5 ptekreslime tak, aby
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vrchol u lezel na hranici vnéjsi stény. Jednotlivad nakresleni ztotoznime ve
vrcholu v a dostdvame rovinné nakresleni pivodniho grafu G.

(3) ky(G) = 2. Necht vrcholovy fez je mnozina {u,v} a necht komponenty sou-
vislosti, které vzniknou po jejim odebrani, jsou C,... ,C}). Nyni uvazime
grafy Gi = G[Cy U{u,v}] + {u,v} a Go = G[CoU...UCy U {u,v}]+ {u,v}
(pfiddme hranu {u,v}, kterd v ptivodnim grafu viibec nemusela byt).

Mohlo v nékterém G; vzniknout déleni zakdzaného grafu? Jestlize ano,
muselo toto déleni obsahovat hranu {u,v}. Ale protoZe v ptivodnim G exis-
tovala cesta mezi u a v pres Gj,j # 4, dostali bychom i v G déleni za-
kazaného grafu. Oba grafy tedy splhuji podminky indukéniho predpokladu
a muzeme je nakreslit bez kiizeni. Opét podle lemmatu 1 grafy G i G»
prekreslime tak, aby hrana {u,v} byla nakreslena na hranici vnéjsi stény.
Jednotliva nakresleni ztotoznime v u a v, ¢imz dostaneme rovinné nakresleni

G.

(4) ky,(G) > 3. Musime jesté rozebrat piipad, kdy je graf G vrcholové alespon
3-souvisly. Tim se budeme zabyvat po zbytek dukazu.

Podle lemmatu 2 v grafu G existuje hrana e = {u,v} takovd, ze G' = G .e je
také vrcholové 3-souvisly.

Fakt. G' rovnéz neobsahuje déleni K5 ani K3 3.

Diikaz. Pokud by graf G' néjaké takové déleni obsahoval, uréité by v ném lezel
vrchol ve, jenz vznikl kontrakei hrany e. Rozebereme ptipady, jak mohla vypadat
situace v G pred kontrakei hrany e, v zavislosti na umisténi vrcholu v,.
(1) Vrchol v, lezi v nékteré hrané déleni K; nebo K33 (je jejim vnitinim vr-
cholem). Je zfejmé, ze v takovém piipadé by i v G muselo existovat déleni
nékterého ze zakizanych grafii, coz by byl spor s predpokladem véty.

z T
T
e
- Ve oo > 4€
y y
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(2) Vrchol v, je krajnim vrcholem déleni K3 3. Jak je vidét i z obrazki, opét by
v G bylo déleni K33 — spor.

e Ve

(3) Vrchol v, je krajnim vrcholem déleni K. Prvni dvé moznosti ukazujici si-
tuaci pred kontrakci by vedly k déleni K5 v grafu G, zbyvajici tfeti vede
moznost k déleni K3 3. Jelikoz G neobsahuje ani jeden ze zakazanych grafi,
opét jsme dospéli ke sporu.

Ve

i

Ted uz mizeme dokoncit cely dikaz.

Protoze graf G' m& méné vrcholt neZz G a neobsahuje déleni zakazanych graf
(vyuzivame predchozi fakt), je podle indukéniho predpokladu rovinny. Vezméme
jeho rovinné nakresleni a vynechme vrchol v (vznikl kontrakei hrany e). Graf G'\
{v,} je vrcholové 2-souvisly, a tedy podle lemmatu 3 je hranici kazdé stény kruznice.
Vratime vrchol v, do stény s, ve které lezel a posledni véc, kterou musime ukazat
je, ze ve lze roztahnout zpét na puvodni hranu e a zachovat pfitom rovinnost.

Ozna¢me sousedy vrcholu v, na hranici stény s jako vy, ... ,v,,, uvazujeme po-
radi ve sméru otaceni hodinovych ruci¢ek. Nékteré z téchto vrcholi jsou v G sousedé
vrcholu u, jini sousedé vrcholu v. Vrchol v, nelze roztdhnout na hranu e a zachovat
pritom rovinnost, pouze pokud nastane jeden z nasledujicich pripadu:

O

(a) Existuji indexy i < j < k < [ takové, Ze v;,v;, jsou sousedé vrcholu u a
vj,v; jsou sousedé vrcholu v. Situace je schématicky znézornéna na obrazku
vlevo.

(b) Existuji vrcholy v;, v;, vk, které jsou sousedé jak u, tak i v (obrazek vpravo).

U
vj

Vi V;

V obou piipadech bychom v grafu G nasli déleni jednoho ze zakdzanych grafi.
V obrazku nalevo bychom nasli K3 3, prvni ¢ast je znacena ¢tverecky, druhd kolecky.
V obrazku napravo by vrcholy u,v,v;, v, v, tvorily Ks. a



