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ÚVOD DO RAMSEYOVY TEORIE 51. Úvod do Ramseyovy teorieHøíèka. Ve spoleènosti ¹esti lidí se v¾dy vyskytují 3 lidé, kteøí se navzájem znají,nebo 3 lidé, kteøí se navzájem neznají.Dùkaz. Spoleènost namodelujeme jako graf G, jeho¾ vr
holy budou lidé a hranamezi nimi povede, pokud se navzájem znají. Zvolme libovolný vr
hol v grafu G.Z vr
holu v vedou alespoò 3 hrany nebo 3 nehrany. A» jsou to nejprve hrany a a»vedou do vr
holù x, y, z. x y zvPokud mezi tìmito tøemi vr
holy existuje by» jen jediná hrana, nalezli jsmetrojúhelník. A pokud mezi nimi ¾ádná hrana není, máme z ni
h nezávislou mno¾inu.Kdy¾ uva¾ujeme nehrany, je postup shodný. �Pøede¹lou høíèku mù¾eme pova¾ovat za jedno z první
h netriviální
h tvrzení,jim¾ øíkáme souhrnnì ramseyovské vìty . Takové vìty obvykle øíkají, ¾e v ka¾démdostateèné velkém objektu lze najít nìjaký stejnorodý podobjekt. V mnoha pøípa-de
h se ukazuje pøekvapivá skuteènost, ¾e pro existen
i vnitøní pravidelnosti staèípouhý pøedpoklad dostateèné velikosti zkoumaného objektu. Populárnì a ponìkudnepøesnì vyjádøeno, uvnitø dostateènì velký
h objektù þnení mo¾ný totální 
haosÿ.V této kapitole uká¾eme nìkolik nejznámìj¹í
h ramseyovský
h tvrzení.Od høíèky tedy pøejdeme k plnohodnotnému tvrzení, je¾ roku 1930 v mírnì od-li¹né podobì publikoval angli
ký matematik a ekonom Frank Ramsey.Vìta (Ramseyova pro grafy). Pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje pøirozenéèíslo N tak, ¾e libovolný graf na N vr
hole
h obsahuje úplný podgraf na n vr
hole
hnebo nezávislou mno¾inu n vr
holù.Tro
hu obe
nìji: Pro ka¾dá pøirozená èísla n a r existuje pøirozené èíslo N ta-kové, ¾e je-li ka¾dá hrana grafu KN obarvena nìkterou z r barev, potom existujejednobarevný podgraf Kn, tedy úplný podgraf na n vr
hole
h, jeho¾ v¹e
hny hranymají stejnou barvu.Jak plyne první èást ze druhé? Ka¾dou hranu daného grafu na N vr
hole
h na-hradíme èervenou hranou, zatím
o ka¾dou nehranu nahradíme modrou hranou. Tímdostaneme graf KN s hranami obarvenými èervenì a modøe, a pro nìj pou¾ijemedruhou èást vìty s r = 2.Dùkaz. Nejprve doká¾eme vìtu pro dvì barvy (r = 2). A¾ z ní odvodíme vìtu prolibovolný poèet barev.De�nujme èíslo R(k; `) takto:R(k; `) := min�N ; ka¾dý KN s hranami obarvenými èervenì a modøe obsa-huje èervený Kk nebo modrý K` � :Èíslu R(k; `) se øíká Ramseyovo èíslo (pro grafy a pro dvì barvy).



6 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Potøebujeme dokázat, ¾e R(n; n) < 1, ale ve skuteènosti uká¾eme, ¾e dokon
eR(k; `) je koneèné pro ka¾dé k; `. Pùjdeme na to induk
í podle k + `.V pøípadì k = 1 nebo ` = 1 staèí vybrat jeden libovolný vr
hol. Máme tedyR(1; `) = 1, R(k; 1) = 1.Pøedpokládejme tedy, ¾e R(k � 1; `) je koneèné a ¾e R(k; ` � 1) je koneèné.Doká¾eme, ¾e té¾ R(k; `) je koneèné. Konkrétnì ovìøíme, ¾eR(k; `) � R(k � 1; `) +R(k; `� 1):Polo¾me N = R(k�1; `)+R(k; `�1) a uva¾me graf KN s libovolným obarvenímhran dvìma barvami, èervenou a modrou. Uká¾eme, ¾e obsahuje podgraf Kk sev¹emi hranami èervenými nebo podgraf K` se v¹emi hranami modrými.Zvolme libovolný vr
hol v tohoto KN . Zbývají
í vr
holy rozdìlíme na dvì mno-¾iny A a B: Mno¾ina A je tvoøena vr
holy, do ni
h¾ vedou z vr
holu v èervenéhrany, a mno¾ina B sestává z vr
holù, do ni
h¾ vedou z vr
holu v modré hrany.v ABMáme jAj+ jBj = N � 1 = R(k� 1; `)+R(k; `� 1)� 1, a tedy jAj � R(k� 1; `)nebo jBj � R(k; `� 1).Pøedpokládejme nejdøív, ¾e jAj � R(k � 1; `). Kdy¾ podgraf indukovaný mno-¾inou A obsahuje èervený Kk�1, pøipojíme k nìmu vr
hol v a máme èervený Kk.Pokud v A ¾ádný èervený Kk�1 není, musí tam být modrý K`.Pro jBj � R(k; `�1) je úvaha podobná. Kdy¾ B obsahuje modrýK`�1, pøipojímek nìmu vr
hol v a dostaneme modrý K`. V opaèném pøípadì B obsahuje 
elýèervený Kk.V¹e
hny mo¾nosti tedy vedou k existen
i jednobarevného Kk nebo K`, a podlepøed
hozí
h úvah takté¾ ke koneènosti R(k; `). Tím je Ramseyova vìta pro grafydokázána pro dvì barvy.Uva¾me nyní tøi barvy. Polo¾íme M = R(n; n) a N = R(n;M), kde R(k; `) jeRamseyovo èíslo zavedené vý¹e. Je-li dán graf KN s hranami obarvenými èervenou,modrou a ¾lutou, slijeme nejdøív barvy modrou a ¾lutou do jediné, zelené. Tímmáme KN obarvené èervenì a zelenì, a podle de�ni
e R(n;M) v nìm najdemeèervený Kn nebo zelený KM . V prvním pøípadì jsme hotovi. Ve druhém pøípadìmámeKM , jeho¾ hrany jsou v pùvodním èerveno-modro-¾lutém obarvení jen modréa ¾luté. Proto¾e jsme volili M = R(n; n), najdeme v na¹em KM modrý Kn nebo¾lutý Kn. Tím je dokázána vìta pro 3 barvy.Pro ètyøi barvy pøevedeme stejným postupem problém na vìtu pro tøi barvy,a tak dále. Vìta tedy platí pro libovolný koneèný poèet barev.Lze také nahlédnout, ¾e pro libovolný koneèný poèet barev uspìje postup po-dobný, jaký jsme pou¾ili pro dvì barvy. Zade�nujeme Ramseyovo èíslo R(k1; k2;: : : ; kr) pro r barev a v induk
i volíme velikost grafu jako souèet r takový
h Ram-seyový
h èísel. �



ÚVOD DO RAMSEYOVY TEORIE 7Vìtu je¹tì dále zobe
níme, namísto hran grafu (tedy dvoji
 vr
holù) budeme mítobarvené p-ti
e prvkù.Ramseyova vìta pro systémy p-ti
. Pro v¹e
hna pøirozená èísla n; r; p existujepøirozené èíslo N tak, ¾e kdykoli X je N-prvková mno¾ina a ka¾dá její p-prvkovápodmno¾ina je obarvena nìkterou z barev 1; 2; : : : ; r, pak existuje n-prvková mno¾inaY � X taková, ¾e v¹e
hny její p-prvkové podmno¾iny mají stejnou barvu.Dùkaz. Budeme postupovat induk
í podle p. Pro p = 1 jde o Diri
hletùv pøihrád-kový prin
ip a pro p = 2 je to Ramseyova vìta pro grafy (dvoji
e prvkù jsou hranygrafu).Na 
hvíli si mysleme, ¾e potøebnou velikost N mno¾iny X u¾ známe a p-ti
eprvkù X jsou obarveny r = 2 barvami. Polo¾íme X0 := X a udìláme následují
íkrok pro i = 1; : : : ; 2n� 1:� Zvolíme libovolný prvek xi 2 Xi�1 a obarvíme ka¾dou (p � 1)-prvkovoupodmno¾inu S mno¾iny Xi�1 n fxig tou barvou, ji¾ má p-ti
e S [ fxig.Podle indukèního pøedpokladu existuje dostateènì velká podmno¾ina Ximno¾iny Xi�1 n fxig, v ní¾ v¹e
hny (p� 1)-ti
e mají stejnou barvu bi.Nìkterá z barev se objeví (z pøihrádkového prin
ipu) mezi barvami bi alespoò n-krát, dejme tomu èervená. Potom fxi; bi = èervenág je hledanou n-prvkovou mno-¾inou Y . Velikost N mno¾iny X tedy lze zvolit dostateènì obrovskou (ale stále je¹tìkoneènou) tak, aby mno¾ina X postaèila na v¹e
hny kroky.Pro r > 2 barev je mo¾né vìtu dokázat nìkolika zpùsoby. Mù¾eme napøíkladprovádìt ví
e krokù, pro i = 1; 2; : : : ; rn � 1, a opìt si v¹imneme, ¾e èíslo N lzezvolit dostateènì velké, aby byly v¹e
hny argumenty správné. Anebo lze pou¾ítpøebarvova
í metodu témìø stejnì jako v Ramseyovì vìtì pro grafy. Dvì barvyslijeme do jediné, aplikujeme vìtu na men¹í poèet barev, èím¾ dostaneme èíslo N ,a vìtu pou¾ijeme je¹tì jednou, tentokrát pro n := N . �Ramseyova vìta pro p-ti
e se také èasto zapisuje touto zkratkou:N ! (n)pr :Znaèení èteme: þVelikost N libovolné mno¾iny X , na ní¾ v¹e
hny p-ti
e obarvímenìkterou z r barev, postaèuje pro existen
i homogenní podmno¾iny velikosti n.ÿPou¾ití Ramseyovy vìty pro p-ti
e uká¾eme v následují
ím tvrzení.Vìta (Erd}os, Szekeres). Pro ka¾dé k existuje N takové, ¾e libovolná N-prvkovámno¾ina bodù v rovinì v obe
né poloze (¾ádné 3 body nele¾í na pøím
e) obsahujemno¾inu vr
holù konvexního k-úhelníku.Dùkaz. Nejdøíve geometri
kou úvahou doká¾eme spe
iální pøípad vìty s k = 4.Z toho a z Ramseyovy vìty pro p-ti
e, s p = 4, pak odvodíme pøípad obe
ný.Místo þmno¾ina vr
holù konvexního k-úhelníkuÿ budeme øíkat také þk bodùv konvexní polozeÿ.Uká¾eme, ¾e pro k = 4 staèí N = 5. Vezmìme libovolný
h pìt bodù v rovinìv obe
né poloze a sestrojíme jeji
h konvexní obal. Mù¾e to být buï pìtiúhelníknebo ètyøúhelník (v tì
hto pøípade
h jistì máme 4 body v konvexní poloze), anebotrojúhelník. V pøípadì trojúhelníku v¾dy mù¾eme sestrojit ètyøprvkovou mno¾inuv konvexní poloze vyne
háním jednoho vr
holu trojúhelníku: Pøímka spojují
í dvavnitøní body v¾dy odøízne jeden vr
hol trojúhelníku.



8 KOMBINATORIKA A GRAFY I.
Nyní ne
h» k > 4. V libovolné k-prvkové mno¾inì bodù v obe
né poloze obar-víme ka¾dou ètveøi
i v konvexní poloze èervenì, zatím
o ka¾dou ètveøi
i, která nenív konvexní poloze, obarvíme modøe.

�
erven�e mod�reRamseyova vìta s p = 4, r = 2 a n = k øíká, ¾e existuje N -bodová mno¾ina Xa její k-bodová podmno¾ina Y taková, ¾e v¹e
hny ètveøi
e na ní mají tuté¾ barvu.Proto¾e u¾ na pìti bode
h existuje nìjaká èervená ètveøi
e (pøípad k = 4), v¹e
hnyètveøi
e na Y budou èervené, nebude se v ní vyskytovat ani jedna nekonvexníètveøi
e, tak¾e body mno¾iny Y le¾í v konvexní poloze. �Poznámka. Vìtu je také mo¾né dokázat metodami kombinatori
ké geometrie, od-had nutné velikosti mno¾iny vyjde jeji
h pou¾itím daleko ni¾¹í, ni
ménì dùkaz po-mo
í Ramseyovy vìty je podstatnì jednodu¹¹í.



TOKY V SÍTÍCH 92. Toky v sítí
h2.1 De�ni
e a formula
e hlavní vìty.De�ni
e. Sítí nazveme ètveøi
i (G; z; s; 
), kde G = (V;E) je orientovaný graf, za s dva rùzné vr
holy grafu G (øíkáme jim zdroj a stok) a kapa
ita 
 : E ! R+0 jefunk
e ohodno
ují
í hrany nezápornými reálnými èísly.Tok v síti je ka¾dá funk
e f : E ! R+0 splòují
í(1) Pro ka¾dou hranu e 2 E platí 0 � f(e) � 
(e).(2) Pro ka¾dý vr
hol u 2 V mimo zdroj a stok platíX(x;u)2E f(x; u) = X(u;y)2E f(u; y):Velikost toku je w(f) = X(z;x)2E f(z; x)� X(x;z)2E f(x; z):Pøíklad sítì: z s6 83
�2� 9 62 12 5 4Pøíklad toku v této síti:z s6 2�p21
�� p2 � +p212 12 92 72Budeme zkoumat, jaký maximální tok mù¾e danou sítí pro
házet. Na¹ím pøed-
hozím pøíkladem pro
hází tok velikosti �+ 112 , který v¹ak zøejmì maximální není.Sí» si lze pøedstavovat jako soustavu jednosmìrný
h vodovodní
h trubek, kdeka¾dá má pøedepsanou maximální propustnost, a dvì význaèná místa { zdroj astok. Ve zdroji pou¹tíme vodu dovnitø a ve stoku voda vytéká ven. Tok je potomrozvr¾ení, jak skuteènì v na¹i
h trubká
h voda proudí. Trubkou nesmí té
i ví
e,ne¾ je její kapa
ita, a vodovod þnení dìravýÿ { to, 
o vteèe do urèitého vr
holusítì (s výjimkou zdroje a stoku), zase vyteèe ven. (Druhá podmínka je také vefyzi
e známá pod názvem Kir
hho�ùv zákon, konkrétnì první Kir
hho�ùv zákon.)



10 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Velikostí toku se rozumí mno¾ství vody, které pøebývá ve stoku, nebo ekvivalentnìkolik vody je tøeba posílat do zdroje. Aèkoli se to z náhledu jeví zøejmé, v de�ni
ivelikost toku zavedeme jako mno¾ství vody posílané do zdroje a rovnost obou velièinuká¾eme formálnì pozdìji.Skuteènosti o to
í
h v sítí
h, které si uká¾eme, se samozøejmì nevztahují pouzena èistou teorii, hloubavý ètenáø jistì sám vymyslí mno¾ství aplika
í v praxi.Zmiòme napøíklad systémy telefonní
h linek (hrany jsou kabely a tok jsou hovoryèi datové pøenosy), elektri
ké rozvody, �nanèní sítì (penì¾ní toky), dopravní sítì(tok vozidel dopravními komunika
emi).Zaèneme následují
ím:Tvrzení. Pro ka¾dou sí» existuje maximální tok.Toto tvrzení není vùbe
 samozøejmé. Tokù je nekoneènì mnoho a jeji
h velikostijsou obe
nì reálná èísla, a tedy je tøeba opatrnost (napøíklad interval I = (0; 1) nareálné ose nemá maximum). Dùkaz tvrzení pou¾ívá metody matemati
ké analýzya pro nás je spí¹e postranním tématem, tak¾e ho odlo¾íme a¾ na kone
 kapitoly.Pro 
eloèíselné a ra
ionální kapa
ity naví
 dostaneme existen
i maximálního tokujednodu¹¹ím zpùsobem, takté¾ uvedeným pozdìji.Teï zavedeme dal¹í dùle¾itý pojem: øez.De�ni
e. Øezem mezi zdrojem z a stokem s v síti (G; z; s; 
) nazveme mno¾inuhran R � E(G) takovou, ¾e v síti (G0; z; s; 
) neexistuje ¾ádná orientovaná 
esta zezdroje do stoku, kde G0 = (V (G); E(G) nR).Kapa
ita øezu je 
(R) =Pe2R 
(e).V této kapitole budeme pro krátkost øíkat øezu mezi z a s prostì øez.1Narozdíl od tokù je øezù koneènì mnoho (nejvý¹ tolik jako v¹e
h podmno¾inmno¾iny E), a tudí¾ zjevnì existuje øez minimální kapa
ity. Nyní vyslovíme nejdù-le¾itìj¹í výsledek o to
í
h.Hlavní vìta o to
í
h. (þMaximální tok je roven minimálnímu øezuÿ) Pro ka¾dousí» se velikost maximálního toku rovná kapa
itì minimálního øezu:maxf tokw(f) = minR øez 
(R)�rezytoky2.2 Dùkaz hlavní vìty.Zaèneme podrobnìj¹ím studiem øezù. Zavedeme konven
i pro znaèení mno¾inyhran, které vedou z èásti sítì A do èásti B:1Pojem øez má ve skuteènosti mnohem ¹ir¹í význam, zde v¹ak nebude hrozit nebezpeèí zmatení.



TOKY V SÍTÍCH 11A B
S(A;B) = f(x; y); x 2 A; y 2 B; (x; y) 2 Eg(hrany jdou
í obrá
eným smìrem, z B do A, do S(A;B) nepatøí!). Pro kapa
itu avelikost toku analogi
ky
(A;B) = 
(S(A;B))f(A;B) = f(S(A;B)) = Xe2S(A;B) f(e):Je dobré si uvìdomit následují
í ví
e èi ménì viditelné vlastnosti øezù.Vlastnost 1. Rozdìlíme-li sí» na dvì disjunktní podmno¾iny vr
holù A a B tak,¾e z 2 A a s 2 B, potom mno¾ina S(A;B) je øez (øíkáme mu elementární øez).

A Bz sDùkaz. Kdyby existovala orientovaná 
esta ze zdroje do stoku, museli nutnì jistouhranou pøejít z mno¾iny A do mno¾iny B. Taková hrana v¹ak podle de�ni
e patøído S(A;B), mno¾ina S(A;B) tedy tvoøí øez. �Vlastnost 2. Ka¾dý øez obsahuje elementární øez.RS(A; V nA)Dùkaz. Vezmeme mno¾inu A vr
holù, do který
h vede v rozøíznuté síti orientovaná
esta ze zdroje. Øez R potom obsahuje elementární øez S(A; V nA), proto¾e kdybyhrana e = (u; v) z S(A; V n A) nepatøila do øezu R (tedy u 2 A, ale v =2 A),existovala by orientovaná 
esta z; : : : ; u; v v rozøíznuté síti, tak¾e by byl v 2 A. �Vlastnost 3. Ka¾dý v inkluzi minimální øez R je elementární; minimální v inkluziznamená, ¾e R n feg není øez pro ¾ádnou hranu e 2 R.Dùkaz. Plyne jednodu¹e z Vlastnosti 2. �



12 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Lemma. Pro ka¾dou A � V obsahují
í zdroj a ne stok a pro libovolný tok fplatí w(f) = f(A; V n A) � f(V n A;A). Spe
iálnì tedy w(f) =P(x;s)2E f(x; s) �P(s;x)2E f(s; x).Dùkaz. Pro ka¾dý vr
hol u z A mimo zdroj platí Kir
hho�ùv zákonX(u;x)2E f(u; x)� X(x;u)2E f(x; u) = 0;pro zdroj pak X(z;x)2E f(z; x)� X(x;z)2E f(x; z) = w(f):Seèteme dohromady do jediné rovni
e levé strany a pravé strany pøed
hozí
h rovni
.Dostaneme tím Xu2A0� X(u;x)2E f(u; x)� X(x;u)2E f(x; u)1A = w(f);po úpravì Xu2Av=2A f(u; v)�Xu=2Av2A f(u; v) = w(f);
o¾ je pøesnì f(A; V nA)� f(V nA;A) = w(f). �Kdy¾ dáme dohromady zji¹tìná fakta, dostaneme následují
í nerovnost mezi ma-ximálním tokem a minimálním øezem, je¾ je snadnìj¹í èástí hlavní vìty. Z trubkovéanalogie se si
e zdá být zøejmou, ni
ménì 
h
eme-li ji dokázat po
tivì, dá to nìjakouprá
i.Dùsledek. Pro ka¾dý tok f a ka¾dý øez R je w(f) � 
(R). Tudí¾ maximální tok jenejvý¹ roven minimálnímu øezu.Dùkaz. V daném øezu R je obsa¾en nìjaký elementární øez S(A; V n A) takový, ¾ez 2 A. Pro velikost toku f potom platíw(f) = f(A; V nA)� f(V nA;A) � f(A; V nA) � 
(A; V nA):V øezu R jsou oproti elementárnímu øezu S(A; V nA) nìjaké hrany dokon
e naví
,tak¾e máme 
(A; V nA) � 
(R). �Teï zavedeme klíèový pojem nasy
ené 
esty. Dosud jsme mluvili o orientovaný
h
está
h (a také jsme to peèlivì zdùrazòovali). Po zbytek této kapitoly budeme
estou rozumìt posloupnost (v0; e1; v1; e2; : : : ; vm�1; em; vm), kde v0; : : : ; vm jsounavzájem rùzné vr
holy uva¾ované sítì, a pro ka¾dé i je ei = (vi�1; vi) nebo ei =(vi; vi�1). Ignorujeme tedy orienta
i hran a napøíklad 
esta ze zdroje do stoku(o takový
h budeme nyní hlavnì hovoøit) mù¾e vypadat tøeba takto:z sDe�ni
e. Cesta v právì uvedeném smyslu se nazývá nasy
ená (vzhledem k da-nému toku f), pokud pro nìjakou hranu ei = (vi�1; vi) orientovanou po smìru jef(ei) = 
(ei) nebo pro nìjakou hranu ei = (vi; vi�1) orientovanou proti je f(ei) = 0.Cestì, která není nasy
ená, budeme øíkat nenasy
ená. Nenasy
ené 
estì ze zdrojedo stoku také èasto øíkáme (hlavnì v popisu algoritmù) zlep¹ují
í 
esta.2 Tok na-2Z angli
kého augmenting path.



TOKY V SÍTÍCH 13zveme nasy
ený, kdy¾ ka¾dá 
esta ze zdroje do stoku je nasy
ená.Nasy
ená 
esta je tedy taková, podél ní¾ se tok nedá zvìt¹it. Nyní uká¾emedùle¾ité vlastnosti maximálního toku.Tvrzení. Tok f je maximální, právì kdy¾ je nasy
ený. Pro ka¾dý maximální tok fexistuje øez R takový, ¾e w(f) = 
(R).Dùkaz. Nejdøív sporem doká¾eme, ¾e maximální tok je nasy
ený. Ne
h» je f maxi-mální a pøesto nenasy
ený. Potom existuje zlep¹ují
í 
esta P . Nyní najdeme mo¾névylep¹ení toku ve smìru ze zdroje do stoku"1 = minf
(e)� f(e); e 2 P orientovaná po smìruga vylep¹ení proti smìru"2 = minff(e); e 2 P orientovaná proti smìruga vezmeme men¹í z ni
h: "P = minf"1; "2g. Cesta P je nenasy
ená, proto "P > 0.Stávají
í tok f zmìníme na následují
í tok f 0:f 0(e) = 8><>: f(e) + "P e 2 P orientovaná ve smìru ze zdroje do stokuf(e)� "P e 2 P orientovaná proti smìruf(e) e =2 P: :Díky volbì "P se nepøekroèí kapa
ity hran a f 0(e) nebude nikdy záporné. Proto¾ev rám
i jednoho vr
holu z 
esty P se èíslo "P pøiète i odeète, zùstane v platnostii Kir
hho�ùv zákon. Máme tedy korektní nový tok f 0 a zároveòw(f 0) =P f 0(z; x)�P f 0(x; z) = w(f) + "P , tedy dokon
e lep¹í tok ne¾ f . Tok f nebyl maximální, 
o¾je spor.Nyní doká¾eme, ¾e je-li tok f nasy
ený, pak je maximální. Zvolíme mno¾inu Atakový
h vr
holù v, ¾e existuje nenasy
ená 
esta ze zdroje do v. Tok je nasy
ený,bude tedy z 2 A, ale s =2 A. Pro ka¾dou hranu e 2 S(A; V n A) platí f(e) = 
(e) apro ka¾dou hranu e 2 S(V nA;A) platí f(e) = 0.Velikost toku jew(f) = f(A; V nA)� f(V nA;A) = 
(A; V nA)� 0 = 
(A; V nA):Víme, ¾e v¾dy w(f) � 
(R) pro ka¾dý tok f i øez R, a my jsme zde dokon
e nynína¹li øez R takový, ¾e w(f) = 
(R). Tok f tedy urèitì bude nejvìt¹í mo¾ný. Zároveòjsme zkonstruovali øez R, pro který platí rovnost w(f) = 
(R). �Pozorný ètenáø si mo¾ná v¹iml, ¾e u¾ jsme dokázali 
elou hlavní vìtu o to
í
h:Víme, ¾e pro danou sí» existuje maximální tok f , podle druhé èásti právì dokáza-ného tvrzení k nìmu existuje øez o kapa
itì w(f), a ten je nutnì minimální.2.3 Fordùv{Fulkersonùv algoritmus.Dùkaz hlavní vìty o to
í
h dává jednodu
hý algoritmus na hledání maximálníhotoku.



14 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Algoritmus (Ford, Fulkerson).(1) Polo¾ f(e) = 0 pro v¹e
hny hrany e.(2) Pokud existuje zlep¹ují
í 
esta P , najdi "P jako v dùkazu pøed
hozí vìty,vylep¹i 
estu P a opakuj tento bod tak dlouho, dokud nìjaká nenasy
ená
esta existuje.(3) Stávají
í f je maximálním tokem.Kdy¾ je mo¾ný
h zlep¹ují
í
h 
est ví
e, zámìrnì jsme nezmínili, jakou pøesnìvybrat, ani pøesnou implementa
i jeji
h hledání. Prozatím pøedpokládejme, ¾e al-goritmus vybírá naprosto libovolnou zlep¹ují
í 
estu.Pozorování. Jsou-li v¹e
hny kapa
ity v síti ra
ionální èísla, je Fordùv{Fulkerso-nùv algoritmus koneèný. Pro sí» s ra
ionálními kapa
itami tedy dokazuje existen
imaximálního toku. Naví
 maximální tok vypoètený Fordovým{Fulkersonovým algo-ritmem je ra
ionální, respektive 
eloèíselný pro 
eloèíselné kapa
ity.Dùkaz. Po pøípadném vynásobení v¹e
h kapa
it jeji
h spoleèným jmenovatelemmù¾eme pøedpokládat, ¾e kapa
ity jsou dokon
e 
eloèíselné. Potom " v algoritmubude v¾dy alespoò 1, a velikost toku se tudí¾ zvý¹í v ka¾dém kroku alespoò o 1.Algoritmus proto nutnì skonèí, a tedy najde nasy
ený tok, jen¾ je i maximální.Algoritmus v prùbìhu své èinnosti èísla pouze sèítá, tak¾e ve výsledném tokunemohou vzniknout jiná èísla ne¾ 
elá, tedy po vydìlení spoleèným jmenovatelemra
ionální. �To, ¾e v ka¾dé 
eloèíselnì ohodno
ené síti je maximální tok 
eloèíselný, se vý-bornì hodí pro nejrùznìj¹í aplika
e existenèního 
harakteru, jako napøíklad hledánípárování v bipartitní
h grafe
h, a podobnì.Bohu¾el existuje sí» ohodno
ená ira
ionálními èísly, na ní¾ Fordùv{Fulkersonùvalgoritmus nedobìhne, a dokon
e ani nebude konvergovat ke správnému výsledku.Pøíklad. První pøíklad sítì, kde Fordùv{Fulkersonùv algoritmus neskonèí, podalisami autoøi algoritmu. My si uká¾eme podstatnì jednodu¹¹í sí» navr¾enou Uri Zwi
-kem, na které lze simulovat výpoèet èlenù posloupnosti fang de�nované a0 = 1,a1 = r a an+2 = an � an+1, kde r = p5�12 . Proto¾e r2 = 1� r, pøenásobením oboustran rovni
e èíslem rn dostaneme rn+2 = rn� rn+1, platí tedy an = rn. Vezmemenásledují
í sí» a 
esty p1, p2 a p3:
e3 e2e1z s

p1p2p3
ab 
Kapa
ity nastavíme takto: 
(e1) = a0 = 1, 
(e2) = a1 = r, 
(e3) = 1 a ostatnímhranám pøiøadíme nìjakou dostateènì velkou kapa
itu M . Maximální tok v na¹ísíti je zøejmì 2M .



TOKY V SÍTÍCH 15Zaèneme s nulovým tokem a jako první 
estu pou¾ijeme (z; a; b; 
; s). Ta nastavína hrany e1; e2; e3 po øadì tok (0; 0; 1) a aktuální velikost toku tedy bude 1. Ná-slednì budeme opakovanì pou¾ívat posloupnost zlep¹ují
í
h 
est p1; p2; p1; p3. Jakse v prùbìhu ka¾dé itera
e mìní reziduální kapa
ity (tj. to, 
o 
hybí k plnémunasy
ení hrany) hran e1; e2; e3:(an; an+1; 0)! (an+2; 0; an+1)! (an+2; an+1; 0)!! (0; an+3; an+2)! (an+2; an+3; 0):V ka¾dé itera
i se tak tok zvìt¹í o 2an+2an+1 a jeho vylep¹ování se nikdy nezastaví.Naví
 jeho velikost bude konvergovat k hodnotì 1 + 2P1n=2 an = 3, 
o¾ je men¹íne¾ hodnota maximálního toku.Pøíklad. Ani v 
eloèíselný
h sítí
h Fordùv{Fulkersonùv algoritmus nepobì¾í pøíli¹ry
hle. Pokud v následují
í síti (kde za M zvolíme nìjaké hodnì velké èíslo) budestøídavì vylep¹ovat obì 
esty délky tøi, tak potom pobì¾í v èase úmìrném M .1M MM Mz sExistují mnohem ra�novanìj¹í algoritmy, koneèné a ry
hlej¹í, ty v¹ak nepatøído tohoto textu. Nìkteré z ni
h jsou variantami pùvodního Fordova{Fulkersonovaalgoritmu, v ni
h¾ se zlep¹ují
í 
esty volí nìjakou pokroèilej¹í metodou. Pozname-nejme jen, ¾e pokud v ka¾dém kroku Fordova{Fulkersonova algoritmu pou¾ijemenejkrat¹í mo¾nou zlep¹ují
í 
estu, skonèí algoritmus pro libovolné reálné kapa
ity,a dokon
e v poètu krokù, omezeném polynomiální funk
í poètu hran sítì.2.4 Toky v sítí
h a lineární programování.S toky v sítí
h se dá za
házet také z pohledu lineární algebry. Cirkula
e v orien-tovaném grafu G = (V;E) je libovolná funk
e f : E ! R splòují
í v ka¾dém vr
holuKir
hho�ùv zákon: X(x;v)2E f(x; v)� X(v;x)2E f(v; x) = 0:Tuto podmínku mù¾eme struènì zapsat jako DGf = 0. Zde DG je mati
e in
iden
eorientovaného grafu G: øádky jsou indexovány vr
holy, sloup
e hranami, a prvekmati
e na pozi
i (v; e) je +1 pokud v je poèáteèní vr
hol e, �1 pokud v je kon-
ový vr
hol e, a 0 jinak. Pøitom f zde 
hápeme jako sloup
ový vektor indexovanýhranami.Tok v síti obe
nì není 
irkula
e, proto¾e Kir
hho�ùv zákon se nepo¾aduje prozdroj ani pro stok. Jednodu
hým trikem ale mù¾eme z ka¾dého toku udìlat 
irku-la
i v upraveném grafu. Mìjme sí» (G; z; s; 
), kde G = (V;E). Pro jednodu
hostpøedpokládejme, ¾e (s; z) 62 E. De�nujeme nový orientovaný graf G0 = (V;E0),kde E0 = E [ f(s; z)g vznikne z E pøidáním hrany (s; z). Polo¾íme také kapa
itu
(s; z) rovnu þdostateènì velkému èísluÿ, èili napøíklad souètu kapa
it v¹e
h ostat-ní
h hran. Je-li dán libovolný tok f v pùvodní síti, de�nujeme 
irkula
i f 0 na G0:f 0(e) = f(e) pro e 2 E, a f 0(s; z) = w(f). Je snadné si rozmyslet, ¾e hledání ma-ximálního toku v síti je ekvivalentní hledání takové 
irkula
e f 0 v grafu G0, její¾hodnota na ka¾dé hranì je mezi 0 a 
(e), a je¾ maximalizuje f 0(s; z).



16 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Tato nová formula
e umo¾òuje zapsat úlohu maximálního toku jako úlohu li-neárního programování , tj. úlohu nalézt øe¹ení dané soustavy lineární
h rovni
 anerovni
, které maximalizuje danou lineární funk
i. Konkrétnì, úloha maximálníhotoku je ekvivalentní úlozemaxff 0(s; z); f 0 2 RjE0 j; DG0f 0 = 0; f 0 � 
; f 0 � 0g:Zde opìt interpretujeme f 0 a 
 jako jE0j-slo¾kové reálné vektory, a rovnost èi ne-rovnost mezi vektory znamená rovnost èi nerovnost po slo¾ká
h.Øe¹ením obe
ný
h úloh lineárního programování se zabývá dobøe vyvinutá teorie.Z vìt této teorie se dá odvodit i vìt¹ina výsledkù o to
í
h, napøíklad hlavní vìta èiexisten
e maximálního toku. I spousta dal¹í
h výsledkù v kombinatori
e, zejménav kombinatori
ké optimaliza
i, souvisí s lineárním programováním.2.5 Existen
e maximálního toku.Na závìr je¹tì slíbený dùkaz existen
e maximálního toku i v ira
ionálnì ohodno-
ený
h sítí
h. Dal¹í mo¾né dùkazy plynou z vìt teorie lineárního programování èivlastností Fordova{Fulkersonova algoritmu vybírají
ího nejkrat¹í zlep¹ují
í 
estu.Dùkaz existen
e maximálního toku. Vìt¹inu tíhy dùkazu (který bude spí¹e te
hni
-kého rázu) pøevedeme na vìtu ze základního kurzu matemati
ké analýzy, která øíká,¾e spojitá funk
e na kompaktní mno¾inì nabývá svého maxima. Staèí tedy ovìøit,¾e mno¾ina v¹e
h tokù F = ff ; f je tokg � RjEjje kompaktní a ¾e funk
e w : F ! R je spojitá. Mno¾ina F je podmno¾inoujEj-rozmìrného euklidovského prostoru, proto¾e ka¾dý tok se dá zapsat jako jEj-slo¾kový vektor.Spojitost w. Zade�nujeme projek
e �e : F ! R jako �e(f) = f(e), èili sadu funk
ípro ka¾dou hranu vra
ejí
í
h hodnotu f(e), a uvìdomíme si, ¾e v¹e
hny projek
e �ejsou spojité. Projek
e �e se dá toti¾ pøedstavit jako skalární souèin vektorù f a(0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ), kde 1 je na pozi
i hrany e. Spojitost skalárního souèinu se snadnoovìøí pøímo z de�ni
e. Na velikost tokuw(f) = X(z;x)2E f(z; x)� X(x;z)2E f(x; z) = X(z;x)2E �(z;x)(f)� X(x;z)2E �(x;z)(f)se lze pro danou sí» dívat jako na lineární kombina
i koneèného poètu projek
í, aje tedy té¾ spojitá.Kompaktnost F. Pøipomeòme, ¾e v euklidovském prostoru je mno¾ina kom-paktní, právì kdy¾ je uzavøená a omezená. Mno¾ina F se dá uzavøít do krabièkyQe2E [0; 
(e)℄, je tedy omezená. Pro ka¾dý vr
hol u de�nujeme mno¾inu Fu tokùf 2 RjEj a zároveò podobnì jako v pøed
hozím odstav
i zavedeme vr
holovou pro-jek
i �u:Fu = (f ; �u(f)z }| {X(u;x)2E f(u; x)� X(x;u)2E f(x; u) = 0) = ff ; �u(f) = 0g = ��1u (f0g)Projek
e �u je opìt spojitá, proto¾e je lineární kombina
í koneèného poètu spoji-tý
h hranový
h projek
í. Nyní pou¾ijeme trik z matemati
ké analýzy. Platí vìta,



TOKY V SÍTÍCH 17¾e vzor uzavøené mno¾iny pøi spojitém zobrazení je opìt uzavøená mno¾ina. Pro-jek
e �u spojitá je a jednoprvková mno¾ina f0g skuteènì je uzavøená. A mno¾ina Fje uzavøená, nebo» F = \u2V nfz;sgFu \Ye2E[0; 
(e)℄a prùniky i koneèná sjedno
ení uzavøený
h mno¾in jsou opìt uzavøené mno¾iny. �



18 KOMBINATORIKA A GRAFY I.3. Míra souvislosti grafùGraf mù¾eme rozdìlit (znesouvislit) jak odebráním hran, tak odebráním vr
holù.Budeme zkoumat stupnì souvislosti grafu, tedy míru, nakolik je daný graf pøi ode-bírání hran, resp. vr
holù odolný proti rozpadnutí.De�ni
e. Hranový øez v grafu G = (V;E) je mno¾ina hran F � E taková, ¾e grafG0 = (V;E n F ) je nesouvislý.Vr
holový øez v grafu G = (V;E) je mno¾ina vr
holù A � V taková, ¾e grafG00 = (V nA;E \ �V nA2 �) (èili indukovaný podgraf G[V nA℄) je nesouvislý.Pomo
í øezù zavedeme dva stupnì souvislosti, hranovou a vr
holovou.De�ni
e. Hranová souvislost jeke(G) = minfjF j; F � E je hranový øezg:Vr
holová souvislost jekv(G) = � minfjAj; A � V je vr
holový øezg pro G 6�= Knn� 1 pro G �= Kn:U vr
holové souvislosti je tøeba zvlá¹» o¹etøit úplné grafy, proto¾e v ni
h neexis-tuje vr
holový øez (odebráním libovolné mno¾iny vr
holù se graf nikdy nerozpadne).V souladu s døívìj¹í de�ni
í graf tedy bude hranovì (resp. vr
holovì) k-souvislý,kdy¾ je ke(G) � k (resp. kv(G) � k). Pokud se odebráním libovolné hrany (resp.vr
holu) sní¾í stupeò souvislosti, øíká se také, ¾e graf je kriti
ky hranovì (resp.vr
holovì) k-souvislý.Nabízí se pøirozená otázka, jak spolu kv(G) a ke(G) souvisí. Uká¾eme, ¾e prolibovolný graf G je kv(G) � ke(G). První nápad, vzít za ka¾dou hranu z hranovéhoøezu nìjaký její vr
hol, bohu¾el nefunguje, není toti¾ úplnì jasné, který kone
 vy-brat, aby vznikl korektní øez. (Viz tøeba graf C4, kde by
hom zvolili dva sousednívr
holy.)K dùkazu si nejprve pøipravíme dvì te
hni
ká tvrzení øíkají
í vpodstatì to, ¾eodebráním hrany se hranová i vr
holová souvislost sní¾í nejvý¹e o jednu.Lemma. Pro ka¾dý graf G a libovolnou jeho hranu e platíke(G) � 1 � ke(G� e) � ke(G):Dùkaz. Vezmeme minimální øez F . Mno¾ina hran F 0 = F n feg je potom øezemv grafu G� e, ne nutnì minimálním, ale ka¾dopádnì platíke(G� e) � jF 0j � jF j = ke(G):Dále vezmeme minimální hranový øez B v grafu G � e. Potom B0 = B [ fegbude øezem v grafu G, èilike(G) � jB0j = jBj+ 1 = ke(G� e) + 1: �



MÍRA SOUVISLOSTI GRAFÙ 19Lemma. Pro ka¾dý graf G a libovolnou jeho hranu e platíkv(G)� 1 � kv(G� e) � kv(G):Dùkaz. Úlohu mírnì pøeformulujeme, budeme dokazovat pro graf H = G � e ne-rovnost kv(H + e) � kv(H) + 1:V grafu H existuje vr
holový øez A � V (H) takový, ¾e kv(H) = jAj. Pøi odebráníøezu A se graf H rozpadne na alespoò dvì komponenty C1; : : : ; Cr. Rozeberememo¾nosti, odkud po
hází hrana e:
Ae CrC1C2 Hee exy(1) Alespoò jeden vr
hol hrany e le¾í v øezu A. Pøidáním hrany tedy nespojímedohromady ¾ádné komponenty, mno¾ina A bude stále øezem a takkv(H + e) � jAj = kv(H):(2) Hrana e je 
elá uvnitø nìjaké komponenty. Stejný argument.(3) Hrana e = fx; yg spojuje dvì komponenty, dejme tomu x 2 C1 a y 2 C2.Kdy¾ jsou komponenty alespoò tøi, je v¹e v poøádku, proto¾e po pøidání ese spojí jen dvì komponenty a mno¾ina A zùstane øezem. A» jsou nadálekomponenty pouze dvì. Nejdøíve øe¹me pøípad, kdy komponenty C1 a C2nejsou obì jednoprvkové, a a» je C1 ta vìt¹í.Mno¾ina A0 = A [ fxg bude vr
holovým øezem grafu H + e, proto¾e C2a C1 n fxg jsou komponenty souvislosti grafu (H + e) nA0. Potom platíkv(H + e) � jA0j � jAj+ 1 = kv(H) + 1:Zbývá doøe¹it spe
iální pøípad, kdy jsou komponenty C1 a C2 jednoprvkové.V¹e
h vr
holù je pak 
elkem jV j = jAj+ 2 a spoèítáme, ¾ekv(H + e) � jV j � 1 = jV j � 2 + 1 = kv(H) + 1: �Bylo by hezké, kdyby podobné lemma platilo i pro odebírání vr
holu, jen¾e aèkolise vr
holová souvislost sní¾í nejvý¹e o jednu, mù¾e také vzrùst, tøeba zde:



20 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Vìta. Pro ka¾dý graf G platí kv(G) � ke(G):Dùkaz. Budeme postupovat induk
í podle poètu hran. Je-li hran ménì ne¾ jV j � 1(tedy vr
holy nejsou pokryty ani stromem a graf je nesouvislý), bude zjevnì ke(G) =kv(G) = 0. Ne
h» nadále ke(G) > 0.Vezmeme nejmen¹í hranový øez F a jeho jednu hranu e a na graf G0 = G � epou¾ijeme indukèní pøedpoklad. Dostaneme takkv(G)� 1 � kv(G� e) � ke(G� e) = ke(G) � 1:Odtud a z pomo
ný
h lemmat máme kv(G) � ke(G). �Máme-li potí¾e se zapamatováním, kterým smìrem vlastnì nerovnost mezi stup-nìm vr
holové a hranové souvislosti platí, staèí si nakreslit motýlka:
Pro tento graf je kv = 1 ale ke = 2, druhý smìr nerovnosti tak neplatí.Vìta (Ford, Fulkerson). Pro ka¾dý graf G a ka¾dé pøirozené t platí ke(G) � t,právì kdy¾ mezi ka¾dými dvìma rùznými vr
holy u a v existuje alespoò t hranovìdisjunktní
h 
est.

u vDùkaz. Implika
i zprava doleva uká¾eme sporem, ne
h» existuje hranový øez Fmen¹í ne¾ t. Po rozdìlení grafu vezmeme dva vr
holy u a v le¾í
í v rùzný
h kompo-nentá
h souvislosti. Jen¾e mezi nimi vedlo t hranovì disjunktní
h 
est, øez F tedyna jeji
h rozpojení nemohl staèit.V druhém smìru pou¾ijeme skuteènosti dokázané o to
í
h v síti. Mìjme tedygraf G takový, ¾e ke(G) � t, a pro dva vr
holy u a v hledáme hranovì disjunktní
esty. Sestrojíme z grafu G sí» G0 = (V (G); f(x; y); (y; x); fx; yg 2 E(G)g; u; v;1)tak, ¾e oboustrannì zorientujeme pùvodní hrany, za zdroj zvolíme vr
hol u, za stokvr
hol v a kapa
ity v¹e
h hran nastavíme na 1. Pak spustíme Fordùv{Fulkersonùvalgoritmus hledání maximálního toku.Nalezený tok bude 
eloèíselný, tedy po hraná
h poteèe 0 nebo 1. Provedemeov¹em je¹tì drobnou úpravu { kdy¾ po obou hraná
h (a; b) i (b; a) teèe jednièka,nastavíme obì na nulu, velikost toku se tím nezmìní:11 00



MÍRA SOUVISLOSTI GRAFÙ 21Podle hlavní vìty o to
í
h k na¹emu maximálnímu toku f potom existuje mini-mální øez R.Mno¾ina F = ffx; yg; (x; y) 2 R nebo (y; x) 2 Rg je hranový øez v grafu G.Proto¾e G je hranovì t-souvislý, bude podle de�ni
e souvislosti i velikost øezu jF j �t. Jeliko¾ za ka¾dou hranu z øezu R jsme do mno¾iny F zaøadili nejvý¹e jednu hranu,bude té¾ jRj � jF j � t. Velikost toku f tak musí být alespoò t.Zbývá pomo
í toku f zkonstruovat hranovì disjunktní 
esty z u do v. Existen
i
est v G0 uká¾eme induktivnì. Má-li tok velikost 1, jistì nalezneme 
estu z u do v,kde na ka¾dé hranì teèe jednièka. Ve vìt¹ím toku najdeme libovolnou jednièkovou
estu z u do v a hrany na ní vynulujeme. Ohodno
ení hran tak zùstane tokem ajeho velikost se tím sní¾í o 1. Existen
e zbývají
í
h 
est plyne z induk
e. Na závìru¾ jen ke ka¾dé nalezené orientované 
estì v G0 vezmeme pøíslu¹nou neorientovanou
estu v G. �Podobné tvrzení, jako je Fordova{Fulkersonova vìta, platí i pro vr
holovou sou-vislost.Vìta (Menger). Pro ka¾dý graf G a ka¾dé pøirozené t platí kv(G) � t, právì kdy¾mezi ka¾dými dvìma rùznými vr
holy u a v existuje alespoò t 
est, které jsou a¾ navr
holy u a v disjunktní.
u vDùkaz. Nejprve implika
i zprava doleva, ne
h» mezi ka¾dými dvìma vr
holy grafuGexistuje t disjunktní
h 
est. Kdyby G mìl vr
holovou souvislost men¹í ne¾ t, po-tom by buï musel obsahovat vr
holový øez velikosti men¹í ne¾ t, nebo by to muselbýt úplný graf s nejvý¹ t vr
holy. První mo¾nost nenastane, proto¾e na rozpojení tdisjunktní
h 
est je tøeba øez velikosti alespoò t, a druhá mo¾nost také nenastane,ponìvad¾ v Kt nemáme t 
est mezi dvìma vr
holy.Nyní doká¾eme obrá
enou implika
i. Ne
h» je G vr
holovì t-souvislý, uvá¾ímelibovolné dva vr
holy u a v. Nejprve ne
h» fu; vg =2 E(G).Hrany grafu symetri
ky zorientujeme, tj. nahradíme ka¾dou pùvodní hranu hra-nami tam a zpátky. Výjimku budou tvoøit hrany obsahují
í u, ty povedou pouzez vr
holu u, a hrany obsahují
í v, ty povedou pouze do vr
holu v. Nyní v¹e
hnyvr
holy vyjma u a v takto podrozdìlíme:x x0 x00Formálnì zapsáno, utvoøíme nový graf G0 takový, ¾eV (G0) = fx0; x00; x 2 V (G); u 6= x 6= vg [ fu00; v0gE(G0) = f(x00; y0); (y00; x0); fx; yg 2 E(G)g [ f(x0; x00); x 2 V (G); u 6= x 6= vg| {z }F ;



22 KOMBINATORIKA A GRAFY I.kde mno¾inu hran vedou
í
h uvnitø podrozdìlený
h vr
holù oznaèíme jako F . Hranyvzniklé rozdìlením vr
holu tak vlastnì þsimulujíÿ vr
hol grafu G, je tu korespon-den
e mezi hranami z F a vr
holy grafu G.Kapa
ity v¹e
h hran v grafu G0 nastavíme na 1, za zdroj a stok vezmeme vr
holyu00 a v0 a nalezneme mezi nimi maximální tok. K nìmu bude existovat minimální(hranový) øez R. K tomuto R najdeme øez R0 � F , jR0j � jRj: Ka¾dou hranue 2 R n F nahradíme takovou hranou e0 2 F , která má s e spoleèný vr
hol. Jedinýpøípad, kdy by ani na jeden vr
hol hrany e nenavazovala ¾ádná hrana e0 2 Fvzniklá podrozdìlením vr
holu, by mohl nastat pro e = (u00; v0), ale tuto hranujsme na zaèátku dùkazu zakázali. Kdy¾ bude R0 dostateènì velký (tj. jR0j � t),stejným postupem jako pøi dùkazu Fordovy{Fulkersonovy vìty v G0 nalezneme thranovì disjunktní
h 
est z u do v.Pro spor pøedpokládejme, ¾e existuje nìjaký øez R0 � F takový, ¾e jR0j < t.Uvá¾íme mno¾inu A = fx; (x0; x00) 2 Rg, která bude vr
holovým øezem grafu G,nebo» v GnA nevede ¾ádná 
esta mezi u a v. Jen¾e G je vr
holovì t-souvislý a neníúplný, dostaneme tak t � jAj = jR0j < t.A je¹tì zbývá zkonstruovat vr
holovì disjunktní 
esty v grafu G: Pro 
estu(u00; x01; x001 ; x02; x002 ; : : : ; v0) v grafu G0 vezmeme 
estu (u; x1; x2; : : : ; v). Kdyby se dvìtakové 
esty protínaly v nìjakém xi, musely by se protínat i pùvodní 
esty v hranì(x0i; x00i ).Tím je dùkaz hotov pro pøípad fu; vg 62 E(G). Kdy¾ fu; vg 2 E(G), uvá¾íme grafG�fu; vg. Ten má vr
holovou souvislost aspoò t� 1 (proto¾e odebráním hrany sevr
holová souvislost sní¾í nejvý¹e o jednu), a podle právì dokázaného tvrzení v nìmnajdeme t� 1 vr
holovì disjunktní
h 
est mezi u a v. K nim pøidáme hranu fu; vgjako t-tou 
estu. �



SYSTÉMY RÙZNÝCH REPREZENTANTÙ 234. Systémy rùzný
h reprezentantùDe�ni
e. Ne
h» X a I jsou mno¾iny. Mno¾inovým systémem nad X nazveme jI j-ti
i M = (Mi; i 2 I), kde Mi � X . (V mno¾inovém systému podle této de�ni
e setedy tá¾ mno¾ina mù¾e nìkolikrát opakovat.)Systém rùzný
h reprezentantù (SRR) je funk
e f : I ! X taková, ¾e(1) pro ka¾dé i 2 I je f(i) 2Mi(2) f je prosté.Jinými slovy, SRR je výbìr jednoho prvku z ka¾dé mno¾iny Mi takový, ¾e v¹e
hnyvybrané prvky jsou navzájem rùzné. Obe
nì se uva¾ují nekoneèné systémy, mybudeme zkoumat pouze systémy koneèné. Ne
h» jsou tedy naví
 mno¾iny X , I � Na Mi koneèné.De�ni
e. Párování v grafu G je mno¾ina hran F � E(G) taková, ¾e ka¾dý vr
holgrafu G patøí nejvý¹e do jedné hrany z F .Dal¹í ekvivalentní de�ni
í párování je tøeba to, ¾e hrany v párování jsou dis-junktní mno¾iny nebo také ¾e stupeò vr
holu v grafu obsahují
ím pouze párova
íhrany je nejvý¹e 1.De�ni
e. In
idenèním grafem mno¾inového systému M nazveme bipartitní grafBM = (I [X; ffi; xg; x 2Mig):Pozorování. Systém rùzný
h reprezentantù v M existuje, právì kdy¾ v in
idenè-ním grafu BM existuje párování velikosti jI j.Následují
í vìta je pøíkladem tvrzení, kde se zøejmá nutná podmínka uká¾e býti podmínkou postaèují
í.Hallova vìta. Systém rùzný
h reprezentantù v M existuje, právì kdy¾ pro ka¾douJ � I je jSi2J Mij � jJ j; tato podmínka se nazývá Hallova.Dùkaz. Zaèneme jednodu¹¹í implika
í. Ne
h» v M existuje systém rùzný
h repre-zentantù, 
h
eme ukázat, ¾e platí Hallova podmínka. Zvolíme libovolnou J � I .Pro ka¾dý index j 2 J existuje prvek pj z mno¾iny Mj tak, ¾e v¹e
hny prvky pjjsou navzájem rùzné. Proto��� [j2JMj��� � jfpj ; j 2 Jgj = jJ j:Nyní doka¾me implika
i obrá
enou. Mìjme mno¾inový systém M, který splòujeHallovu podmínku. Vezmeme bipartitní graf BM a udìláme z nìj sí»:I X
z
s



24 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Pøesnìji zapsáno, sestrojíme sí» S = (G; z; s;1), kdeV (G) = fz; sg [ I [XE(G) = f(z; i); i 2 Ig [ f(i; x); i 2 I; x 2Mig [ f(x; s); x 2 Xg:Kapa
ity hran nastavíme na 1 a nalezneme Fordovým{Fulkersonovým algoritmemmaximální tok g. V kapitole o to
í
h jsme dokázali, ¾e takový tok bude 
eloèíselný.K toku g existuje minimální øez R0. Pro dal¹í prùbìh dùkazu bude potøeba se v øezuR0 zbavit hran mezi I a X , ani¾ by se øez zvìt¹il. Vyrobíme tedy øezR = f(x; s); (x; s) 2 R0g [ f(z; i); (z; i) 2 R0g [ f(z; i); (i; x) 2 R0g:Vyjádøeno slovy, kdy¾ v R0 byla hrana (i; x) mezi mno¾inami I a X , zamìnímeji za odpovídají
í hranu (z; i); rozpojíme tak toti¾ stejnou 
estu jako hranou (i; x).Oznaèíme A = fi; (z; i) 2 Rg; B = fx; (x; s) 2 Rg; J = I nA:Nakresleno IX
z
s

A B J hrany �rezu R
Proto¾e R je øez, hrany z J vedou jen do B, a tedy[j2JMj � B:Jaká bude velikost øezu R?
(R) = jAj+ jBj = jI j � jJ j+ jBj � jI j � jJ j+ ��� [j2JMj���:Nyní pou¾ijeme Hallovu podmínku, která øíká, ¾e jSj2J Mj j � jJ j, a dostaneme
(R) � jI j � jJ j+ jJ j = jI j:Tok g tak bude mít velikost alespoò jI j.Zbývá øí
i, 
o je hledaným systémem rùzný
h reprezentantù. Jsou jím prostìprvky mno¾iny X takové, ¾e do ni
h tokem g teèe jednièka. Formálnì, SRR budefunk
e f , kde pro ka¾dé i 2 If(i) = x takové, ¾e g(i; x) = 1:



SYSTÉMY RÙZNÝCH REPREZENTANTÙ 25�Hallova vìta má 
elou øadu nejrùznìj¹í
h aplika
í, a proto stojí za to si ji za-pamatovat. Pøedvedený dùkaz není jediným mo¾ným, vìtu lze dokázat i pøímomatemati
kou induk
í bez pou¾ití tokù. Nebo ji lze odvodit z Tutteovy vìty, kterouvysvìtlíme pozdìji.Poznámka. Pøedpokládáme-li v teorii mno¾in axiom výbìru, lze dokázat variantuHallovy vìty, kde si
e mno¾iny Mi musí být koneèné, ale mno¾iny I a X mohoubýt nekoneèné, dokon
e nespoèetné. Dùkaz u¾ je v¹ak ponìkud slo¾itìj¹í.Kdy¾ jsou X a I nekoneèné (staèí spoèetné) a povolíme nekoneèné velikosti(takté¾ staèí spoèetné) mno¾in Mi, analogie Hallovy vìty neplatí. Staèí zvolit X =N, M1 = X a ostatní Mi jsou v¹e
hny jednoprvkové podmno¾iny mno¾iny X . Zdesystém rùzný
h reprezentantù nelze sestrojit.4.1 Dùsledky Hallovy vìty.Pøedvedeme nìkolik základní
h dùsledkù Hallovy vìty. Velmi u¾iteèné je pøede-v¹ím následují
í:Tvrzení. V bipartitním grafu B = (V1 [ V2; E) s neprázdnou mno¾inou hran Etakovém, ¾e pro libovolné dva vr
holy x 2 V1 a y 2 V2 platí degB x � degB y,existuje párování, které má velikost jV1j (þuspokojuje èást V1ÿ).Dùkaz. De�nujeme mno¾inový systémM = (Mi; i 2 I) nad V2 takový, ¾e I = V1 aMi = fx 2 V2; fi; xg 2 E(B)g:Obrázkem: MiiV1 V2
Kdy¾ o systému doká¾eme, ¾e v nìm platí Hallova podmínka, bude v nìm exis-tovat systém rùzný
h reprezentantù. Tedy pro ka¾dý i 2 V1 bude existovat x 2 V2tak, ¾e mezi nimi povede hrana, a v¹e
hna x budou navzájem rùzná. Ale to je pøesnìde�ni
e párování, které plnì uspokojuje èást V1.Zvolíme libovolné J � V1 a buï B(J) = fx 2 V2; fi; xg 2 E(B)g mno¾inav¹e
h sousedù J v grafu B. Hallova podmínka po¾aduje, aby jB(J)j � jJ j, 
o¾nyní ovìøíme. Oznaème k1 = minj2J (degB j) a k2 = maxx2B(J)(degB x). Poèethran mezi J a B(J) je pøinejmen¹ím k1jJ j, a také nanejvý¹ k2jB(J)j, tak¾e k1jJ j �k2jB(J)j. Proto¾e podle pøedpokladu tvrzení platí k1 � k2, dostáváme i jJ j �jB(J)j. Tím je dùkaz tvrzení hotov. �De�ni
e. Latinský ètvere
 A je ètver
ová mati
e typu n�n taková, ¾e(1) aij 2 f1; 2; : : : ; ng(2) aij 6= ai0j pro ka¾dé j a i 6= i0(3) aij 6= aij0 pro ka¾dé i a j0 6= j.



26 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Latinský obdélník A je mati
e typu k � n, splòují
í stejné podmínky (1){(3).V ka¾dém øádku a sloup
i latinského ètver
e èi obdélníku se tedy vyskytují jennavzájem rùzná èísla.Tvrzení. Ka¾dý latinský obdélník, kde poèet øádkù k je ni¾¹í ne¾ poèet sloup
ù n,lze doplnit na latinský ètvere
.Dùkaz. K latinskému obdélníku budeme postupnì pøidávat dal¹í a dal¹í øádky, do-kud ji
h nebude n. n kk + 1jSestrojíme bipartitní graf G = (S [ H;E), kde S = fs1; : : : ; sng je mno¾inasloup
ù latinského obdélníku a H = f1; : : : ; ng je mno¾ina hodnot, ze který
h kon-struujeme (k+1)-ní øádek. Hrana vede mezi si a x, pokud se hodnota x nevyskytujev i-tém sloup
i, tedy E = ffsi; xg; x =2 sig:Nyní 
h
eme do nového øádku na j-tou pozi
i vybrat takový prvek x, ¾e x se jednaknevyskytuje v sloup
i sj a jednak v¹e
hny takto vybrané prvky x jsou navzájemrùzné. To je ale ekvivalentní s existen
í párování v grafu G, které plnì uspokojujeèást S.Jaké stupnì vr
holù mají jednotlivé èásti grafu G? V latinském obdélníku o køád
í
h 
hybí v ka¾dém sloup
i n � k hodnot, proto degG si = n � k pro ka¾dýsi 2 S.Naopak, v kolika sloup
í
h mù¾e 
hybìt prvek x? V ka¾dém z k øádkù se vy-skytuje právì jednou, a poka¾dé v jiném sloup
i. Obsadí tedy k sloup
ù a 
hybìtbude v n � k sloup
í
h. To znamená, ¾e degG x = n � k pro ka¾dý x 2 H . Podlepøed
hozího tvrzení existuje párování uspokojují
í èást S. �



PÁROVÁNÍ V OBECNÝCH GRAFECH 275. Párování v obe
ný
h grafe
hHezkým pøíkladem na párování je problém hlídkují
í
h strá¾níkù. Strá¾ní
i hlíd-kují v¾dy po dvoji
í
h a ka¾dý strá¾ník je o
hoten spolupra
ovat pouze s nìkterýmikolegy, s ostatními se nesnese. Ka¾dý strá¾ník je reprezentován vr
holem grafu ahrana vede do ka¾dého snesitelného kolegy.Zloèin 
h
eme samozøejmì potlaèovat v 
o nejvìt¹í míøe, a tedy nás zajímá, jakýnejvìt¹í poèet strá¾níkù mù¾e slou¾it (a kdo s kým), a za jaký
h podmínek mohoubýt na ob
hùz
e úplnì v¹i
hni.5.1 Perfektní párování a Tutteova vìta.De�ni
e. Párování M v grafu G nazveme perfektní , pokud jM j = jV (G)j2 . Po-èet komponent souvislosti grafu G, které mají li
hou velikost, oznaèíme symbolemC`(G).Vìta (Tutte). Graf G má perfektní párování, právì kdy¾ pro ka¾dou A � V (G)je C`(G nA) � jAj; tato podmínka se nazývá Tutteova.3Ne¾ pøistoupíme k dùkazu, bude se nám hodit následují
í:Lemma (o tøe¹niè
e). Graf G je disjunktním sjedno
ením úplný
h grafù, právìkdy¾ G neobsahuje K1;2 (neboli þtøe¹nièkuÿ) jako indukovaný podgraf.Dùkaz. Pokud je G disjunktním sjedno
ením úplný
h grafù, triviálnì nemù¾e obsa-hovat K1;2. Naopak obmìnou, ne
h» G není disjunktní sjedno
ením úplný
h grafù,
h
eme ukázat, ¾e obsahuje K1;2. Existuje tedy komponenta souvislosti C a v nídva vr
holy x a y takové, ¾e mezi nimi nevede hrana. Vr
holy x a y jsou v C nutnìpropojené 
estami, ne
h» P je (nìkterá) nejkrat¹í z ni
h. Délka P je aspoò 2, aka¾dé tøi po sobì jdou
í vr
holy a; b; 
 na P tvoøí K1;2 (proto¾e kdyby fa; 
g bylahrana, 
esta P by ¹la zkrátit vyne
háním b). �Dùkaz Tutteovy vìty. Nejprve ne
h» v grafu G existuje perfektní párování. Prolibovolnou mno¾inu A � V (G) tak v grafu G n A vzniknou nìjaké komponentysouvislosti, zajímat nás ale budou jen komponenty li
hé velikosti. A» bylo perfektnípárování jaké 
htìlo, v ka¾dé li
hé komponentì pøebývá alespoò jeden vr
hol, kterýnutnì musel být spárován s nìjakým vr
holem z mno¾iny A. Dvì li
hé komponentypøitom nemohou sdílet stejný vr
hol z mno¾iny A, a tedy C`(G nA) � jAj.
A G nADruhá implika
e je slo¾itìj¹í. Ne
h» platí Tutteova podmínka. Dùkaz provedemematemati
kou induk
í podle poètu hran, netradiènì v¹ak v obrá
eném poøadí, od�n2� k 0.3Vyslovujeme [tat℄ a [tatova℄.



28 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Pro pøípad úplného grafu Kn je situa
e jednodu
há. Pro A = ; dostaneme, ¾e nmusí být sudé, a tudí¾ lze jistì v Kn najít perfektní párování.Nadále pøedpokládejme, ¾e v grafu G 
hybí alespoò jedna hrana. Zvolíme mno-¾inu W vr
holù takový
h, ¾e z ni
h vede hrana do v¹e
h ostatní
h vr
holù grafu G:W := fu; degG u = n� 1gJestli¾e je graf G n W disjunktním sjedno
ením úplný
h grafù, doká¾eme jedno-du¹e najít perfektní párování. Vr
holy z komponent souvislosti grafu G nW (
o¾jsou úplné grafy) sudé velikosti jistì lze mezi sebou beze zbytku spárovat. V ka¾déli
hé komponentì nelze spárovat pouze jeden vr
hol, mno¾inu v¹e
h takový
h vr-
holù oznaèíme V0. Z Tutteovy podmínky ov¹em víme, ¾e jV0j = C`(G nW ) � jW j,vr
holy V0 tedy spárujeme s mno¾inou W . Toto je mimo
hodem jediné místo v dù-kazu, kde se pøímo pou¾ije Tutteova podmínka.Ne
h» nyní G nW disjunktním sjedno
ením úplný
h grafù není. Podle lemmatuo tøe¹niè
e v nìm existuje K1;2 jako indukovaný podgraf. Vr
holy tohotoK1;2 ozna-èíme x; s; y takto:
x y

t se2e1 M1M2Ve vr
holu s nutnì musí 
hybìt hrana do nìjakého vr
holu t 2 V (G), jinak bytoti¾ s byl zaøazen do mno¾inyW . Oznaèíme e1 = fx; yg jednou barvou a e2 = fs; tgdruhou barvou. Ani e1 ani e2 nejsou hranami grafu G.Uvìdomíme si, ¾e pøidáním libovolné hrany do grafu se Tutteova podmínka ne-poru¹í. V (G + e) n A pro libovolnou hranu e a mno¾inu vr
holù A zjevnì poèetli
hý
h komponent nevzroste. Víme tedy, ¾e oba grafy G + e1 i G + e2 takté¾ spl-òují Tutteovu podmínku. Podle indukèního pøedpokladu proto v G + e1 existujeperfektní párování M1 a v G + e2 existuje perfektní párování M2. Na obráz
í
hoznaèíme hrany po
házejí
í z M1 barvou hrany e1 a hrany po
házejí
í z M2 barvouhrany e2. Zade�nujeme mno¾inu hran M jakoM :=M1 �M2;kde � znaèí symetri
kou diferen
i mno¾in.4S takovou mno¾inou hran platí pro ka¾dý vr
hol udegM u = � 0 kdy¾ z vr
holu u vedly stejné párova
í hrany,2 kdy¾ z vr
holu u vedly rùzné párova
í hrany:Ka¾dá komponenta souvislosti v takovém grafu je buïto izolovaný vr
hol, nebokru¾ni
e sudé délky, kde se pravidelnì støídají hrany obou barev. OznaèímeH hranykru¾ni
e, na které le¾í hrana e1, a rozebereme dva pøípady. V obou se budeme sna¾itsestrojit perfektní párování fM , je¾ neobsahuje ani jednu z hran e1 a e2, a tedy bude4Èili M = (M1 [M2) n (M1 \M2), þxorÿ pro informatiky.



PÁROVÁNÍ V OBECNÝCH GRAFECH 29vhodné i pro pùvodní graf G. Mù¾eme nadále pøedpokládat, ¾e e1 2M1 a e2 2M2;v opaèném pøípadì je M1, resp. M2 perfektní párování v G a ukonèíme dùkaz.(1) Hrana e2 =2 H . ts yx e1e2HNa perfektní párování fM mimo kru¾ni
i H pou¾ijeme M1, na kru¾ni
i Hpou¾ijeme hrany M2. FormálnìfM := (M1 nH) [ (H \M2):(2) Hrana e2 2 H . Bez újmy na obe
nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e vr
holys; x; y; t le¾í na kru¾ni
i v poøadí, jaké je zakreslené na obrázku.x y
s te2
e1H1 H2H

Úsek na kru¾ni
i H mezi x a s neobsahují
í y oznaèíme H1, úsek mezi y at neobsahují
í x oznaèímeH2. Mimo kru¾ni
iH lze pou¾ít obì párování, u¾i-jeme tøeba znovu M1. V úseku H1 zane
háme pouze hrany M2, v úseku H2pouze hrany M1. Zbývají spárovat u¾ jen vr
holy y a s. Mezi nimi ov¹emvede hrana a tu mù¾eme zahrnout do párování. Perfektní párování fM tedyje fM := (M1 nH) [ (H1 \M2) [ (H2 \M1) [ fy; sg: �5.2 Maximální párování a Edmondsùv algoritmus.V minulém oddílu jsme 
harakterizovali grafy mají
í perfektní párování. Proto¾ene v ka¾dém grafu perfektní párování existuje, bude nás zajímat alespoò párovánímaximální, tedy pokrývají
í nejvìt¹í mo¾ný poèet vr
holù.5 Uká¾eme algoritmus,který pro libovolný graf maximální párování nalezne v polynomiálním èase.Pøipravíme si nejprve nìkolik te
hni
ký
h prostøedkù.5V angli
ké terminologii se dùslednì rozli¹uje (a to nejen u párování) þmaximum mat
hingÿ,tedy párování pokrývají
í nejvìt¹í mo¾ný poèet vr
holù, a þmaximal mat
hingÿ pro nejvìt¹í pá-rování ve smyslu inkluze, tedy párování, ke kterému ji¾ nelze pøidat ¾ádnou dal¹í hranu.



30 KOMBINATORIKA A GRAFY I.De�ni
e. Ne
h»M je párování v grafu G. Vr
hol u 2 V (G) nazveme volný , pokuddegM u = 0. Vr
holu, který není volný, budeme øíkat spárovaný .Cestu u1; u2; : : : ; u2k v grafu G nazveme volnou støídavou 
estou, pokud(1) vr
holy u1 a u2k jsou volné,(2) hrany fu2i+1; u2i+2g =2M ,(3) hrany fu2i; u2i+1g 2M .Ilustra
e: u1 u2 u3 u4 u5 u6Lemma 1. Párování M je maximální, právì kdy¾ v grafu neexistuje volná støídavá
esta.Dùkaz. Kdy¾ v grafu volná støídavá 
esta existuje, párování M jistì není nejvìt¹í:
Tomuto pro
esu budeme øíkat alterna
e volné støídavé 
esty.Ne
h» naopak M není nejvìt¹í, èili existuje párování M 0 takové, ¾e jM 0j > jM j.De�nujeme mno¾inu hran fM jakofM =M �M 0:V fM má ka¾dý vr
hol stupeò 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti této kon�gura
ejsou kru¾ni
e sudé délky a 
esty, kde se pravidelnì støídají hrany M a M 0. Jeliko¾jM 0j > jM j, musí existovat komponenta tvaru li
hé 
esty, v ní¾ je hran M 0 o jednuví
e, ne¾ hran M . Ta tvoøí volnou støídavou 
estu pro M . �De�ni
e. Li
hou kru¾ni
i C2k+1 = fv1; v2; : : : ; v2k+1g grafu G nazveme kvìtem,jestli¾e(1) vr
hol v1 je na mno¾inì hran kvìtu C volný,(2) hrany fv2i+1; v2i+2g =2M ,(3) hrany fv2i; v2i+1g 2M ,(4) má alespoò jeden stonek .Stonkem nazveme 
estu, která zaèíná ve vr
holu v1, první hrana je párova
í, pra-videlnì se na ní (jako ve volné støídavé 
estì) støídají párova
í a nepárova
í hranya poslední vr
hol je volný. Stonek mù¾e mít i nulovou délku, to kdy¾ je vr
hol v1volný v 
elém grafu G. Stonek také nemusí vùbe
 existovat, napøíklad kdy¾ je v1obsa¾en v párova
í hranì, která není souèástí kvìtu C a z ní¾ dále nepokraèuje¾ádná dal¹í nepárova
í hrana.Ilustra
e:
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p�arova
��nep�arova
�� stonek

kv�etv1
Pøipomeòme je¹tì de�ni
i kontrak
e hrany v grafu.De�ni
e. Ne
h» G = (V;E) je neorientovaný graf a e = fu; vg jeho hrana. ZápisG . e oznaèuje graf vzniklý z G kontrak
í (þsmr¹tìnímÿ) hrany e do jednoho vr
holu,neboli formálnìV (G . e) = (V n fu; vg) [ fveg;E(G . e) = �E \ �V n fu; vg2 �� [ �fve; xg; fx; ug 2 E _ fx; vg 2 E	:

e vex xG G � e
Je-li F � E mno¾ina hran, oznaèuje G .F graf vzniklý z G postupnou kontrak
ív¹e
h hran z F . Je snadno vidìt, ¾e výsledek nezávisí na poøadí kontrahovaný
hhran, ale jen na G a F .Lemma 2. Ne
h» C je kvìt v grafu G. Potom párování M v G je maximální, právìkdy¾ M nE(C) je maximální párování v grafu G .C, tj. s kvìtem C zkontrahovanýmdo jediného vr
holu. G G0 kCkv�et

stonek
Dùkaz. Podle lemmatu 1 staèí ukázat, ¾e v G existuje volná støídavá 
esta, právìkdy¾ volná støídavá 
esta existuje v G .C. Oznaèíme G0 = G .C a vr
hol, kterývznikne kontrak
í C, pojmenujeme k.



32 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Mìjme volnou støídavou 
estu P v G, uká¾eme, ¾e v G0 existuje volná støídavá
esta P 0.Pokud je 
esta P s kvìtem C disjunktní, kontrak
e se jí zjevnì nijak nedotknea bude tak tvoøit 
estu P 0 v grafu G0. Nadále ne
h» má tedy 
esta P s kvìtemprùnik. Jeden kon
ový vr
hol 
esty P oznaèíme w1, druhý kon
ový vr
hol w2. Úsek
esty P od w1 do prvního vr
holu, v nìm¾ 
esta vstoupí do kvìtu, pojmenujemeP1, analogi
ky úsek od w2 oznaèíme P2. Pokud existuje stonek S kvìtu C takový,¾e je disjunktní s P1, staèí se v grafu G0 vydat po P1 k vr
holu k (který v G0 splývás vr
holem v1 stonku S) a projít 
elý stonek S. Toto je hledaná 
esta P 0. Podobnì,existuje-li stonek S disjunktní s P2, bude 
estu P 0 tvoøit úsek P2 a¾ k vr
holu k adále 
elý stonek S.Ne
h» nadále mezi v¹emi platnými stonky kvìtu C neexistuje ani jediný, který bynemìl prùnik s P1 èi P2. Mìjme stonek S takový, ¾e 
esta P v okam¾iku napojeníúseku P1, resp. P2 na S (oznaème tento vr
hol u) po S pokraèuje smìrem od kvìtu.Tehdy lze 
estu P 0 sestrojit tak, ¾e po projití úseku P1, resp. P2 se od vr
holu upo S vydáme smìrem od kvìtu a¾ do posledního vr
holu stonku S, který je volný.Mù¾eme tedy nadále pøedpokládat, ¾e neexistuje ¾ádný takový stonek S.Zvolíme libovolný stonek S. Zbývá vyøe¹it situa
i podobnou té na obrázku:

w1 w2w01w02
C Pv1

Popí¹eme, jak i v tomto pøípadì zkonstruovat 
estu P 0. Vydáme se po 
estì P odvr
holu w1 a oznaèíme w01 poslední nav¹tívený vr
hol stonku S, ne¾ jsme vstoupilido kvìtu C. Analogi
ky de�nujeme vr
hol w02.Cesta P 0 bude následují
í: Porovnáme, který z vr
holù w01 a w02 je na stonku Sblí¾e kvìtu C, bez újmy na obe
nosti a» je to vr
hol w01. (V situa
i na obrázku je toskuteènì vr
hol w01.) Od pøíslu¹ného w1 se vydáme k w01, od nìj po S do vr
holu v1(ten v G0 splývá s k; není také vylouèeno, ¾e splývají w01 a v1), opustíme ho posled-ním spoleèným vr
holem C a 
esty P ve smìru z w1 do w2 a dále pokraèujeme popùvodní 
estì P .Nyní mìjme volnou støídavou 
estu P 0 v G0, uká¾eme existen
i volné støídavé
esty P v G. Rozebereme mo¾nosti:(1) Kdy¾ 
esta P 0 neobsahuje k, hledaná P = P 0.(2) Kdy¾ P 0 konèí v k, u výsledné 
esty v G potøebujeme zajistit, aby bylkon
ový vr
hol volný. Vr
hol k není v G0 spárovaný, a tudí¾ má kvìt C



PÁROVÁNÍ V OBECNÝCH GRAFECH 33stonek nulové délky. Z 
esty P tedy mù¾eme udìlat volnou støídavou 
estuobejitím kvìtu po správné stranì a zakonèením ve vr
holu, kde sousedí dvìnepárova
í hrany.(3) Kdy¾ k je vnitøní vr
hol P 0, potom P 0 vr
hol k právì z jedné strany opou¹típárova
í hranou. V grafu G tedy nutnì musí pøíslu¹ná 
esta P vstupovatdo kvìtu C nepárova
í hranou a opou¹tìt kvìt stonkem. Staèí jen správnìzvolit smìr, kterým obejít kvìt C, a propojit oba úseky 
esty. �Idea Edmondsova algoritmu pro maximální párování je pomìrnì jednodu
há.Vyzbrojeni lemmatem 1 
hodíme po grafu a vyhledáváme volné støídavé 
esty,které vylep¹ujeme. Komplika
e nastane, kdy¾ se v grafu vyskytne kvìt. Tehdy neníjasné, jestli se po nìm máme vydat zleva nebo zprava. Situa
i vyøe¹íme zkontraho-váním kvìtu do jediného vr
holu, rekurzivním voláním algoritmu na zmen¹ený grafa následnou rekonstruk
í maximálního párování v pùvodním grafu.Algoritmus uvedeme v inkrementální podobì, která bude umìt k nìjakému stá-vají
ímu párování vytvoøit párování alespoò o jednu hranu vìt¹í, pøípadnì oznámit,¾e párování ji¾ bylo maximální. Zaèneme-li tedy s prázdným párováním, nejvý¹e pon2 + 1 itera
í
h nalezneme párování maximální.Edmondsùv þzahradníÿ algoritmus. Vstupem algoritmu je graf G a jeho libo-volné párování M , tøeba prázdné. Výstupem je párování M 0, které je alespoò o 1vìt¹í, ne¾ párování M , pøípadnì M 0 =M kdy¾ u¾ M bylo maximální.(1) Zkonstruujeme maximální mo¾ný Edmondsùv les vzhledem k aktuálnímuM : voln�e vr
holy0. hl.1. hl.2. hl.3. hl.4. hl.Co to znamená? Do nulté hladiny umístíme v¹e
hny volné vr
holy. Z ka¾-dého z ni
h pustíme prohledání grafu do ¹íøky a sestrojíme maximální stromtakový, ¾e se mezi hladinami pravidelnì støídají párova
í a nepárova
í hrany.Z vr
holu li
hé hladiny tedy pokraèujeme v¾dy po párova
í hranì, a z vr-
holu sudé hladiny po nepárova
í hranì, pøièem¾ ne
hodíme do vr
holù,kde u¾ jsme byli (poznamenejme je¹tì, ¾e Edmondsùv les není urèen jedno-znaènì).Nìkteré vr
holy grafu G se v Edmondsovì lese vùbe
 neobjeví, øíkejmejim tøeba kompost . Uvnitø kompostu jsou v¹e
hny vr
holy nìjak spárovány,nebo» v¹e
hny volné vr
holy jsou koøeny Edmondsova lesa. Z kompostuvedou nepárova
í hrany jen do vr
holù na li
hý
h hladiná
h Edmondsovalesa a pro dal¹í prùbìh algoritmu nejsou vr
holy z kompostu podstatné.(2) Pokud existuje hrana e grafu G mezi sudými hladinami rùzný
h stromù,nalezli jsme volnou støídavou 
estu. Nalezenou 
estu zalternujeme (tím pøi-dáme hranu e do párování), vrátíme výsledné párování M 0 a skonèíme.



34 KOMBINATORIKA A GRAFY I.(3) Pokud existuje hrana mezi sudými hladinami jednoho stromu, nalezli jsmekvìt C. Tedy, je¹tì vlastnì nenalezli, ale kdy¾ se od obou kon
ù hranyvydáme vzhùru, v nìjakém vr
holu v (nejpozdìji v koøeni) se obì 
estysetkají. Cesta od v nahoru do koøene je stonkem kvìtu C. Zkontrahujemekvìt C do jednoho vr
holu k (kvìt þustøihnemeÿ) a rekurzivnì zavolámealgoritmus na graf G .C s párovánímM nE(C). Co mohl algoritmus vrátit:a) Staré párováníM nE(C) beze zmìny. V tom pøípadì vrátímeM 0 :=M(které¾to párování je dle lemmatu 2 maximální v G) a skonèíme.b) Nìjaké vìt¹í párováníM 0. Je-li vr
hol k vM 0 volný, staèí polo¾itM 0 :=M 0 [ EM (C). Je-li k spárovaný, musíme je¹tì do M 0 vhodnì pøidatpárování na C, aby
hom pokryli ka¾dý vr
hol na C právì jednou.Hrany M 0 vrátíme a skonèíme.(4) Kdy¾ neexistuje hrana mezi sudými hladinami (a tedy ani volná støídavá
esta), je M 0 := M dle lemmatu 1 maximální párování, které vrátíme askonèíme.Tvrzení. Edmondsùv algoritmus, spu¹tìný na grafu G a párování M , dobìhnev èase O(n(n + m)), kde n je poèet vr
holù a m poèet hran grafu G, a najdepárování M 0 alespoò o jednu hranu vìt¹í ne¾ M , pøípadnì oznámí, ¾e párování Mu¾ bylo maximální. Maximální párování tedy lze najít v èase O(n2(n+m)).Dùkaz. Pøi dùkazu správnosti si uvìdomíme, kdy mù¾e algoritmus skonèit:(1) V kroku 2, kdy¾ jsme nalezli volnou støídavou 
estu a zalternovali ji. Tímjsme ov¹em zvý¹ili poèet hran v párování o 1.(2) V kroku 3a, to kdy¾ algoritmus nalezl maximální párování v kontrahovanémgrafu. Potom podle lemmatu 2 je nalezené párování maximální i v grafupùvodním.(3) V kroku 3b, kdy¾ jsme z rekurze dostali vìt¹í párování M 0, které jsmevhodnì zkombinovali s párováním na kvìtu C. Párování kvìtu C jsmes
hopni vytvoøit stejnì velké, jaké existovalo pøed rekurzivním voláním, al-goritmus tedy vrátí vìt¹í párování, ne¾ bylo M .(4) V kroku 4, kdy¾ v grafu neexistuje ¾ádná volná støídavá 
esta. Podle lem-matu 1 je takové párování maximální.Edmondsùv les lze prù
hodem grafu do ¹íøky sestrojit v èase O(n+m). Vyhledánía pøípadné alternování volné støídavé 
esty zvládneme v èase O(n+m). Vyhledáníkvìtu C a konstruk
i grafu, kde je kvìt C zkontrahovaný, opìt umíme stihnoutv O(n + m). Na ka¾dé úrovni rekurze se tedy vykoná O(n + m) prá
e, zbývá siuvìdomit, jak je to s rekurzivním voláním. Pøi bìhu algoritmu se rekurze spou¹típouze jednou, výsledný èas tedy je O((nejvìt¹í hloubka rekurze) � (n+m)). Hloubkarekurze jistì nepøesáhne n=2, nebo» s ka¾dou kontrak
í kvìtu ubudou alespoò dvavr
holy, jeden prùbìh algoritmu tudí¾ zabere O(n(n +m)) èasu.Pøi hledání maximálního párování staèí zaèít s párováním prázdným a opa-kovanì spou¹tìt Edmondsùv algoritmus, který ho v ka¾dé itera
i zlep¹í alespoòo jednu hranu. Proto¾e maximální párování mù¾e mít nejvý¹e n=2 hran, pro
es sepo O(n2(n+m)) kro
í
h zastaví. �Poznámka. Edmondsùv les je vhodný pro znázornìní, pøi skuteèném programováníby
hom ¾ádný les nekonstruovali. Pouze by
hom z volný
h vr
holù spustili prohle-dání do ¹íøky a ke ka¾dému vr
holu si pamatovali z jakého volného vr
holu bylnav¹tívený a jaká je jeho hladina (tedy aktuální vzdálenost z volného vr
holu).



PÁROVÁNÍ V OBECNÝCH GRAFECH 35Kdy¾ pøi prohledávání narazíme na ji¾ nav¹tívený vr
hol, pak lze jednodu¹e otes-tovat, zda-li je to hrana mezi rùznými stromy nebo uvnitø jednoho stromu, a tedyi zda máme volnou støídavou kru¾ni
i nebo kvìt.Pokud nebudeme Edmondsùv algoritmus pou¾ívat v inkrementální podobì a pøe-pí¹eme ho rovnou jako algoritmus na nalezení maximálního párování z prázdného,odpadnou tím nìkteré opakované opera
e a lze ho pou¾itím 
hytrý
h datový
hstruktur ury
hlit na èas O(n3). V souèasnosti nejry
hlej¹í známý algoritmus nahledání maximálního párování po
hází od Silvia Mi
aliho a Viajaye Vaziraniho apra
uje v èase O(pn �m), kde m je poèet hran grafu G.



36 KOMBINATORIKA A GRAFY I.6. Hamiltonovské kru¾ni
e6.1 De�ni
e hamiltonovský
h grafù a Chvátalova vìta.De�ni
e. Hamiltonovská kru¾ni
e v grafuG je kru¾ni
e obsahují
í v¹e
hny vr
holygrafu.Otázka, zda v grafu existuje hamiltonovská kru¾ni
e, je slavný NP-úplný pro-blém. Proto se hledají nejrùznìj¹í postaèují
í podmínky pro její existen
i. Uká¾emesi zajímavou vlastnost hamiltonovský
h grafù, kterou objevil èeský matematik Vá
-lav Chvátal. I nìkteré obtí¾nìj¹í vìty z ní vyplynou jako jednodu
hý dùsledek.De�ni
e. Mìjme graf G = (V;E). Na poèátku polo¾íme E0 := E a zavedeme graf[G℄0 := (V;E0). Budeme opakovat následují
í krok pro i = 0; 1; 2; : : : tak dlouho,dokud to pùjde:� Kdy¾ existují dva vr
holy u; v 2 V , fu; vg =2 Ei, splòují
ídeg[G℄i u+ deg[G℄i v � jV j;pak polo¾íme Ei+1 := Ei [ fu; vg a [G℄i+1 := (V;Ei+1).Graf [G℄ := [G℄k pro nejvy¹¹í dosa¾ené k nazveme Chvátalovým uzávìrem grafu G.Pozorování. Chvátalùv uzávìr je urèen jednoznaènì.Dùkaz. Mìjme graf G a pro spor vezmìme dva rùzné Chvátalovy uzávìry [G℄1 a[G℄2. Do [G℄1 jsme postupnì pøidávali hrany e1; : : : ; ek, do [G℄2 hrany f1; : : : ; fr.Zvolíme hranu ei = fu; vg první takovou, ¾e ei =2 E([G℄2).V èase i� 1 byly stupnì vr
holù u a v o jednu men¹í ne¾ v èase i a jeji
h souèetbyl alespoò jV j. Proto jistìdeg[G℄2 u+ deg[G℄2 v � deg[G℄i�11 u+ deg[G℄i�11 v � jV j:Hrana ei tak nutnì musela být zaøazena i do [G℄2. �Vìta (Chvátal). Graf G má hamiltonovskou kru¾ni
i, právì kdy¾ hamiltonovskoukru¾ni
i má graf [G℄.Dùkaz. Implika
e zleva doprava je zøejmá. Pro opaèný smìr nám staèí ukázat ná-sledují
í tvrzení:� Ne
h» pro dva vr
holy u; v 2 V (G), fu; vg =2 E(G) takové, ¾e degG u +degG v � n, je graf G+ fu; vg hamiltonovský. Potom je hamiltonovský i G.Zpìtným obíráním Chvátalova uzávìru [G℄ o hrany se nakone
 vrátíme zpìt kegrafu G, který bude mít hamiltonovskou kru¾ni
i.Hamiltonovskou kru¾ni
i v G+fu; vg oznaèímeK. Pokud fu; vg =2 K, je v¹e v po-øádku, K je hamiltonovskou kru¾ni
í i v G. Ne
h» nadále fu; vg 2 K. Pøedvedemesi, ¾e hranu fu; vg lze þpøemostitÿ jako zde, plné hrany znaèí novou Hamiltonovskoukru¾ni
i:



HAMILTONOVSKÉ KRU®NICE 37u = u1 v = unu2 un�1ui�1 uiBez újmy na obe
nosti K = (u = u1; u2; : : : ; un = v). Mno¾ina A bude obsa-hovat èísla i kandidátù na poèáteèní vr
hol ui, mno¾ina B èísla i kandidátù napøed
házejí
í vr
hol ui�1:A = fi; fu; uig 2 E(G)g B = fi; fv; ui�1g 2 E(G)g:Neprázdný prùnik A a B bude znamenat existen
i hrany fui; ui�1g jako na obrázku.Zøejmì jAj = degG u a jBj = degG v, a také urèitì A � f2; 3; : : : ; n � 1g aB � f3; 4; : : : ; ng. Proto jA [Bj � n� 1. Nyní ovìøíme, ¾e A \ B 6= ;:jA\Bj = jAj+ jBj�jA[Bj = degu+deg v�jA[Bj � n�jA[Bj � n�(n�1) � 1:Tedy pro nìjaké i 2 A\B se v grafu G vyskytují hrany fu; uig a fv; ui�1g. Hamil-tonovská kru¾ni
e K 0 grafu G pak bude tvaruK 0 = (u1; u2; : : : ; ui�1; v = un; un�1; : : : ; ui): �Dùsledek. Ne
h» v grafu G pro ka¾dé dva vr
holy u; v 2 V (G), fu; vg =2 E(G)platí degu+ deg v � n. Pak G je hamiltonovský.Dùkaz. Graf [G℄ je úplný graf a ten jistì má hamiltonovskou kru¾ni
i. Tedy jehamiltonovský i G. �Dùsledek (Dira
ova vìta). Ne
h» v grafu G pro ka¾dý vr
hol v 2 V (G) platídeg v � n2 . Potom G je hamiltonovský.Dùkaz. Zøejmé z pøed
hozího dùsledku. �6.2 Problém ob
hodního 
estují
ího.Problém ob
hodního 
estují
ího (Traveling Salesman Problem { TSP)6 je dal¹íslavnou NP-úplnou úlohou. Máme daný graf G s ohodno
enými hranami, a úkolemje najít hamiltonovskou kru¾ni
i s minimálním souètem vah. Motiva
í pro TSP je,jak název napovídá, rozvrhnout ob
hodnímu 
estují
ímu program náv¹tìv jednot-livý
h mìst, aby v ka¾dém byl právì jednou, skonèil opìt doma, a 
o nejví
e u¹etøilna benzínu.Jeliko¾ je TSP algoritmi
ky obtí¾ný, uká¾eme polynomiální algoritmus, kterýdává alespoò pøibli¾ný výsledek. Takovým algoritmùm se øíká aproximaèní . Ná¹algoritmus v¹ak funguje pouze na úplný
h grafe
h splòují
í
h trojúhelníkovou ne-rovnost.6Politi
ky korektní ov¹em je þTraveling Salesperson Problemÿ.



38 KOMBINATORIKA A GRAFY I.Aproximaèní algoritmus pro úplný graf s trojúhelníkovou nerovností.Vstupem je úplný graf Kn s nezáporným ohodno
ením hran w. Pro w platítrojúhelníková nerovnost, tj. pro ka¾dé tøi hrany tvaru fx; yg, fy; zg, fx; zg jew(fx; yg) + w(fy; zg) � w(fx; zg):Pro mno¾inu hran S oznaèíme w(S) =Xe2Sw(e):Postupujeme takto:(1) Najdeme v Kn minimální kostru T .(2) Graf Kn (vèetnì kostry T ) symetri
ky zorientujeme, za
hováme pøi tomváhy hran.
~T Kn(3) Z kostry T vznikne symetri
kou orienta
í podgraf ~T , který lze nakreslitjedním tahem, napøíklad tak, ¾e ho þobejdeme po obvoduÿ. Sledu hran,který tím dostaneme, øíkejme S.(4) Dokud existuje vr
hol u s alespoò dvìma výstupními hranami, nahrazujemeve sledu S hrany (u;w) a (v; u) hranou (v; w) (je¹tì jednou pøipomeòme, ¾epra
ujeme s úplným grafem).u wv u wv(5) Vrátíme S.Tvrzení. Algoritmus je polynomiální a vrátí trasu S ob
hodního 
estují
ího, její¾délka je w(S) =Xe2Sw(e) � 2 � (optimální øe¹ení TSP):Dùkaz. Kroky 1 a¾ 3 jistì umíme provést v polynomiálním èase. V ka¾dé itera
ikroku 4 sní¾íme deg+(u) a deg�(u) o jednu, krok 4 se tedy provede nejvý¹e tolikrát,kolik je poèet hran grafu G. Algoritmus je tak polynomiální.



HAMILTONOVSKÉ KRU®NICE 39Pøi bìhu algoritmu platí invariant, ¾e sled S pro
hází v¹emi vr
holy grafu G. Nakon
i neexistuje vr
hol, ze kterého by vy
házely dvì hrany, a sled S tedy pro
házíka¾dým vr
holem právì jednou.V kroku 1 je jistì w(T ) � OPT, optimální trasa ob
hodního 
estují
ího musímít toti¾ alespoò takovou váhu, jako je váha minimální kostry pokrývají
í v¹e
hnyvr
holy. V kroku 3 se díky orienta
i ~T zapoèítá ka¾dá hrana dvakrát, tedyw(S) = w(~T ) = 2w(T ) � 2 �OPT:Proto¾e ohodno
ení hran splòuje trojúhelníkovou nerovnost, hodnota w(S) kro-kem 4 nevzroste. �Poznámka. Problém ob
hodního 
estují
ího je vzhledem ke své prakti
ké vyu¾itel-nosti intenzivnì studován, slu¹í se proto øí
i i nì
o o souèasný
h známý
h výsled
í
h.TSP je NP-tì¾ké C-aproximovat (tedy najít 
estu ob
hodního 
estují
ího nejvý¹C-krát del¹í ne¾ 
esta optimální) pro ka¾dou konstantu C > 1.Pokud vzdálenostní funk
e splòuje trojúhelníkovou nerovnost, TSP zùstává NP-úplný. Dokon
e se ví, ¾e pro jisté èíslo "0 > 0 je i (1+"0)-aproxima
e NP-úplná. Nadruhé stranì je znám algoritmus aproximují
í s faktorem 3=2 (my jsme ukázali jed-nodu¹¹í algoritmus s faktorem 2). Tento algoritmus byl zformulován v sedmdesátý
hlete
h a od té doby se nikomu nepodaøilo faktor 3=2 vylep¹it.Je¹tì spe
iálnìj¹í verze problému ob
hodního 
estují
ího je euklidovský TSP, kdyvr
holùm úplného grafu Kn jsou pøiøazeny body d-dimenzionálního euklidovskéhoprostoru Rd a ohodno
ení hrany fu; vg je euklidovská vzdálenost pøíslu¹ný
h bodùv Rd . Tuto verzi TSP lze (1+")-aproximovat v polynomiálním èase pro ka¾dé pevné" > 0 a ka¾dé pevné d (èas ov¹em není nutnì polynomiální v závislosti na d a ").



40 KOMBINATORIKA A GRAFY I.7. Rovinné grafy a Kuratowského vìtaDe�ni
e. Graf je rovinný , pokud existuje jeho nakreslení v euklidovské rovinì,v kterém se nakreslení ¾ádný
h dvou hran nekøí¾í. Stìny nakreslení jsou souvisléoblasti, které vzniknou z roviny po odebrání hran.7V následují
ím textu doká¾eme jednu z nejslavnìj¹í
h vìt z oblasti rovinný
hgrafù. Po
hází od polského matematika Kazimierze Kuratowského (1896{1980), pokterém je i pojmenována. Jak uvidíme, vìta poskytuje pøekvapivì jednodu
houkombinatori
kou 
harakteriza
i rovinný
h grafù.De�ni
e. Ne
h» G = (V;E) je graf a e = fx; yg 2 E jeho hrana. Zápis G% e znaèígraf G% e = �V [ fzg; �E n ffx; ygg� [ �fx; zg; fz; yg	� ;kde z =2 V je nový vr
hol. (Na hranu fx; yg þpøikreslímeÿ nový vr
hol z.) Opera
i %budeme nazývat dìlení hrany a jejím postupným opakováním dostaneme dìlenígrafu.Vìta (Kuratowského). Graf je rovinný právì tehdy, kdy¾ neobsahuje jako pod-graf dìlení grafu K5 ani K3;3.Pùvodní Kuratowského dùkaz byl znaènì rozsáhlý, rozebíral mno¾ství mo¾ný
hpøípadù. V nedávné dobì pøi¹el s elegantnìj¹ím dùkazem dánský matematik CarstenThomassen, a ten si pøedvedeme i my. Ne¾ ale pøejdeme k samotnému dùkazu,uká¾eme si základní de�ni
e a vìty, které v nìm budeme potøebovat.Lemma (u¹até). Graf G je 2-souvislý, právì kdy¾ je mo¾né vytvoøit ho z libovolnéjeho kru¾ni
e pøidáváním u¹í (neboli opera
emi pøidání hrany a dìlení hrany).Dùkaz mù¾e ètenáø najít v knize Kapitoly z diskrétní matematiky .Lemma 1. Ka¾dý rovinný graf je mo¾né nakreslit tak, ¾e pøedem zvolený vr
hol v(resp. pøedem zvolená hrana e) le¾í na hrani
i vnìj¹í stìny.Dùkaz. Vyu¾ijeme stereogra�
kou projek
i, zobrazení, pomo
í kterého umíme ro-vinný graf pøekreslit na sféru tak, ¾e ani na ní se ¾ádné dvì hrany nekøí¾í. S výjimkouþseverního póluÿ se jedná o bijek
i, tak¾e nakreslení je mo¾né pøevést i zpìtnì doroviny. Aby vr
hol v (pøípadnì hrana e) le¾el na hrani
i vnìj¹í stìny, staèí vhodnìpootoèit sféri
ké nakreslení pøed projek
í do roviny. Konkrétnì tak, aby þsevernípólÿ le¾el ve stìnì in
identní s vr
holem v (pøípadnì hranou e).
x0x

Podrobnosti si ètenáø mù¾e pøeèíst opìt v Kapitolá
h z diskrétní matematiky .�7Tato de�ni
e je spí¹e intuitivní, nám ale bude postaèovat. Pokud by ètenáøe zajímalo jejíformální znìní, mù¾e ho najít napøíklad v knize Kapitoly z diskrétní matematiky od J. Matou¹kaa J. Ne¹etøila.



ROVINNÉ GRAFY A KURATOWSKÉHO VÌTA 41Pozorování. Ne
h» A je vr
holový øez v grafu G s minimálním mo¾ným poètem vr-
holù. Potom z ka¾dého vr
holu z A vede alespoò jedna hrana do ka¾dé komponentyindukovaného podgrafu G nA := G[V (G) nA℄.Dùkaz. Pro spor pøedpokládejme, ¾e v A existuje vr
hol x, který není spojenýs nìkterou komponentou souvislosti grafu G nA. Potom ale mno¾ina A n fxg budetvoøit té¾ vr
holový øez, který má men¹í poèet vr
holù ne¾ A, 
o¾ je spor s jejíminimalitou. �V následují
ím textu budeme pou¾ívat opera
i kontrahování hrany, její¾ de�ni
imù¾e ètenáø najít v kapitole o Edmondsovì algoritmu.Lemma 2. V ka¾dém vr
holovì 3-souvislém grafu G o alespoò 5 vr
hole
h existujehrana e, její¾ kontrak
í se 3-souvislost neporu¹í. Dùsledkem toho je mo¾né vytvoøitka¾dý vr
holovì 3-souvislý graf z K4 nìkolikanásobným opakováním obrá
ené ope-ra
e ke kontrak
i hrany, pøièem¾ v ka¾dém kroku bude naví
 vzniklý graf vr
holovì3-souvislý.Dùkaz. Postupujeme sporem: ne
h» existuje vr
holovì 3-souvislý graf G o alespoò 5vr
hole
h a ne
h» pro ka¾dou jeho hranu e platí, ¾e G . e u¾ není vr
holovì 3-souvislý(vr
hol, který jsme obdr¾eli kontrak
í hrany e, budeme nazývat ve).Podle de�ni
e 3-souvislosti existuje pro ka¾dou takovou hranu mno¾ina vr
holùA � V (G . e), s mohutností jAj < 3, po jejím¾ odebrání se G . e stane nesouvislým.Pokud by A obsahovala jen jeden vr
hol (buï ve anebo nìjaký jiný), nebyl bypùvodní graf G vr
holovì 3-souvislý, proto¾e� kdy¾ A = fveg, vr
holy hrany e by tvoøily øez v G, a� kdy¾ A = fxg; x 6= ve, mno¾ina A je øez v grafu G.Nutnì tedy jAj = 2. Mohl by vr
hol ve 
hybìt v mno¾inì A? V takovém pøípadìby A byl øez v G, tak¾e A obsahuje vr
hol ve a nìjaký dal¹í.Shrnutím pøede¹lý
h úvah dostáváme, ¾e pro ka¾dou hranu e existuje vr
hol xetakový, ¾e e [ fxeg je øez v G. Zvolme nyní hranu e a k ní vr
hol xe tak, aby
hompo jeji
h odebrání dostali nejvìt¹í mo¾nou komponentu souvislosti, oznaèíme ji Ke.Na¹ím 
ílem je pro spor najít nìjakou jinou hranu (s pøíslu¹ným vr
holem), jejím¾odebráním vznikne vìt¹í komponenta ne¾ Ke; tím doká¾eme, ¾e taková hrana eneexistuje.
efxe

Ke
zbytekPokud budeme vr
holy nele¾í
í v komponentì Ke nazývat zbytek, z pøede¹léhopozorování plyne, ¾e xe je spojený hranou (oznaème ji f) s nìkterým vr
holem ze



42 KOMBINATORIKA A GRAFY I.zbytku. I k této hranì f existuje vr
hol xf , který s ní tvoøí vr
holový øez. Rozebe-reme mo¾nosti, kde v¹ude mù¾e le¾et vr
hol xf . V ka¾dém pøípadì dostaneme vìt¹íkomponentu souvislosti.(1) Vr
hol xf le¾í ve zbytku. Po jeho odebrání komponenta Ke zùstane nepo-ru¹ená a naví
 k ní pøibude hrana e.(2) Vr
hol xf je jedním z krajní
h vr
holù hrany e. Komponenta Ke opìt zù-stane neporu¹ená a naví
 je s ní spojen je¹tì druhý vr
hol hrany e.(3) Vr
hol xf 2 V (Ke). Není úplnì jasné, zda-li se komponenta Ke + e nemù¾eodebráním xf rozpadnout. V takovém pøípadì by
hom v¹ak mohli pou¾ítvr
holy xf a xe jako vr
holový øez v pùvodním grafu, 
o¾ pøedpoklad zaka-zuje. Odebráním xf se si
e komponenta Ke zmen¹í o jeden vr
hol, ni
ménìhrana e pøispìje dvìma novými.Ka¾dá mo¾nost tedy vede ke sporu. �Lemma 3. V libovolném rovinném nakreslení rovinného vr
holovì 2-souvisléhografu je hrani
í ka¾dé stìny (grafová) kru¾ni
e.Dùkaz. Nepøítele ne
háme, aby zvolil rovinné nakreslení. Pomo
í u¹atého lemmatuumíme toto nakreslení vytvoøit z kru¾ni
e pøidáváním u¹í. Ka¾dým pøilepenýmu
hem se nìjaká stìna rozpadne na dvì nové, jeji
h¾ hrani
emi budou opìt grafovékru¾ni
e. �Nyní se ji¾ mù¾eme pustit do dùkazu hlavní vìty.Dùkaz Kuratowského vìty. Zaèneme tou lehèí implika
í, zleva doprava. To, ¾e grafyK5 a K3;3 nejsou rovinné (mají pøíli¹ mnoho hran), plyne napøíklad z dùsledkùEulerova vzor
e. Konkrétnì, rovinný graf o pìti vr
hole
h má nejvý¹e 3 � 5� 6 = 9hran, zatím
oK5 má 10 hran. Podobnì rovinný graf s ¹esti vr
holy bez trojúhelníkumá nejvý¹e 2 � 6 � 4 = 8 hran, ale K3;3 má 9 hran. Tedy ani jeji
h dìlení nemù¾ebýt rovinné.Tu opaènou, podstatnou implika
i uká¾eme nyní. Budeme postupovat induk
ípodle poètu vr
holù (dále znaèíme n). V indukèním kroku rozli¹íme nìkolik pøípadùpodle vr
holové souvislosti grafu.Ka¾dý graf na maximálnì ètyøe
h vr
hole
h je rovinný. Jinými slovy,K4 je mo¾nénakreslit bez køí¾ení, a tedy i grafy, které z nìj vzniknou odebráním hran èi vr
holù,zùstanou rovinnými. První krok induk
e (pro n � 4) máme tedy hotový.Od nepøítele jsme dostali graf G s n � 5 vr
holy, který neobsahuje dìlení K5ani K3;3. Pøedpokládejme, ¾e pro men¹í grafy vìta platí, tj. víme, ¾e graf na ménìne¾ n vr
hole
h bez dìlení K5 a K3;3 je rovinný. Podíváme se, jaký má G stupeòvr
holové souvislosti a jednotlivé pøípady doká¾eme zvlá¹».(1) kv(G) = 0 aneb graf G je nesouvislý. Na ka¾dou komponentu souvislosti po-u¾ijeme zvlá¹» indukèní pøedpoklad a výsledky nakreslíme dostateènì dalekood sebe.(2) kv(G) = 1. Vr
holová souvislost je rovná 1, tak¾e G obsahuje artikula
i u.Ne
h» se po odebrání artikula
e u graf G rozpadne na komponenty souvis-losti C1; : : : ; Ck.Uvá¾íme grafy G1 = G[C1 [ fug℄ a G2 = G[C2 [ : : : [ Ck [ fug℄. Podlepøedpokladu ¾ádný z ni
h neobsahuje dìlení K5 ani K3;3 a ka¾dý má ménìne¾ n vr
holù. Pou¾itím indukèního pøedpokladu je mù¾eme nakreslit bezkøí¾ení hran. Nyní u¾ijeme lemma 1 a graf G1 i G2 pøekreslíme tak, aby



ROVINNÉ GRAFY A KURATOWSKÉHO VÌTA 43vr
hol u le¾el na hrani
i vnìj¹í stìny. Jednotlivá nakreslení ztoto¾níme vevr
holu u a dostáváme rovinné nakreslení pùvodního grafu G.C1 C2C3Ck
C1 C2C3Ck

GG1 G2 ...+ ...u u u
(3) kv(G) = 2. Ne
h» vr
holový øez je mno¾ina fu; vg a ne
h» komponenty sou-vislosti, které vzniknou po jejím odebrání, jsou C1; : : : ; Ck. Nyní uvá¾ímegrafy G1 = G[C1 [ fu; vg℄+ fu; vg a G2 = G[C2 [ : : :[Ck [ fu; vg℄ + fu; vg(pøidáme hranu fu; vg, která v pùvodním grafu vùbe
 nemusela být).Mohlo v nìkterém Gi vzniknout dìlení zakázaného grafu? Jestli¾e ano,muselo toto dìlení obsahovat hranu fu; vg. Ale proto¾e v pùvodním G exis-tovala 
esta mezi u a v pøes Gj ; j 6= i, dostali by
hom i v G dìlení za-kázaného grafu. Oba grafy tedy splòují podmínky indukèního pøedpokladua mù¾eme je nakreslit bez køí¾ení. Opìt podle lemmatu 1 grafy G1 i G2pøekreslíme tak, aby hrana fu; vg byla nakreslená na hrani
i vnìj¹í stìny.Jednotlivá nakreslení ztoto¾níme v u a v, èím¾ dostaneme rovinné nakresleníG. uvu uv vG1 G2 G
(4) kv(G) � 3. Musíme je¹tì rozebrat pøípad, kdy je graf G vr
holovì alespoò3-souvislý. Tím se budeme zabývat po zbytek dùkazu.Podle lemmatu 2 v grafu G existuje hrana e = fu; vg taková, ¾e G0 = G . e jetaké vr
holovì 3-souvislý.Fakt. G0 rovnì¾ neobsahuje dìlení K5 ani K3;3.Dùkaz. Pokud by graf G0 nìjaké takové dìlení obsahoval, urèitì by v nìm le¾elvr
hol ve, jen¾ vznikl kontrak
í hrany e. Rozebereme pøípady, jak mohla vypadatsitua
e v G pøed kontrak
í hrany e, v závislosti na umístìní vr
holu ve.(1) Vr
hol ve le¾í v nìkteré hranì dìlení K5 nebo K3;3 (je jejím vnitøním vr-
holem). Je zøejmé, ¾e v takovém pøípadì by i v G muselo existovat dìlenínìkterého ze zakázaný
h grafù, 
o¾ by byl spor s pøedpokladem vìty.xy xyxy ve ee



44 KOMBINATORIKA A GRAFY I.(2) Vr
hol ve je krajním vr
holem dìlení K3;3. Jak je vidìt i z obrázkù, opìt byv G bylo dìlení K3;3 { spor.ve ee(3) Vr
hol ve je krajním vr
holem dìlení K5. První dvì mo¾nosti ukazují
í si-tua
i pøed kontrak
í by vedly k dìlení K5 v grafu G, zbývají
í tøetí vedemo¾nost k dìlení K3;3. Jeliko¾ G neobsahuje ani jeden ze zakázaný
h grafù,opìt jsme dospìli ke sporu. vee e e �Teï u¾ mù¾eme dokonèit 
elý dùkaz.Proto¾e graf G0 má ménì vr
holù ne¾ G a neobsahuje dìlení zakázaný
h grafù(vyu¾íváme pøed
hozí fakt), je podle indukèního pøedpokladu rovinný. Vezmìmejeho rovinné nakreslení a vyne
hme vr
hol ve (vznikl kontrak
í hrany e). Graf G0 nfveg je vr
holovì 2-souvislý, a tedy podle lemmatu 3 je hrani
í ka¾dé stìny kru¾ni
e.Vrátíme vr
hol ve do stìny s, ve které le¾el a poslední vì
, kterou musíme ukázatje, ¾e ve lze roztáhnout zpìt na pùvodní hranu e a za
hovat pøitom rovinnost.Oznaème sousedy vr
holu ve na hrani
i stìny s jako v1; : : : ; vm, uva¾ujeme po-øadí ve smìru otáèení hodinový
h ruèièek. Nìkteré z tì
hto vr
holù jsou v G sousedévr
holu u, jiní sousedé vr
holu v. Vr
hol ve nelze roztáhnout na hranu e a za
hovatpøitom rovinnost, pouze pokud nastane jeden z následují
í
h pøípadù:(a) Existují indexy i < j < k < l takové, ¾e vi; vk jsou sousedé vr
holu u avj ; vl jsou sousedé vr
holu v. Situa
e je s
hémati
ky znázornìna na obrázkuvlevo.(b) Existují vr
holy vi; vj ; vk, které jsou sousedé jak u, tak i v (obrázek vpravo).
u v u vvi

vkvj vl vivj vkV obou pøípade
h by
hom v grafu G na¹li dìlení jednoho ze zakázaný
h grafù.V obrázku nalevo by
hom na¹liK3;3, první èást je znaèena ètvereèky, druhá koleèky.V obrázku napravo by vr
holy u; v; vi; vj ; vk tvoøily K5. �


