NDMI025 — Pravdépodobnostni algoritmy
LS 2013 — Jiri Sgall
Domaci tkol 2 — 3. kvétna

Termin: 21. kvétna pred prednaskou
Cviceni k tomuto tkolu budou 22. kvétna

(1) Necht G je bipartitni (multi)graf na 2n vrcholech, ktery vznikne jako sjdenoceni d
nezavislych uniformné ndhodnych parovani na dvou danych partitach o n vrcholech. Dokazte,
Ze existuje ¢ > 0 a d takové, ze G je s velkou pravdépodobnosti expander v nasledujicim
smyslu: Kazdd mnozina vrcholt S z jedné partity of velikosti nejvyse |\S| < n/2 ma alespon
(1+ ¢)|S| sousedi.

Napovéda: Mizete uvazovat o sousedech rtiznych vrchold jako o nezavislych, kdyz zdi-
vodnite, pro¢ to je korektni. Odhadnéte pravdépodobnost, ze kazda S velikosti k£ expanduje;
stac¢i pomérné hruby odhad, ale je potfeba pocitat trochu peclivé pro k asymptoticky mensi
nez n.

(2) Uvazujte ndhodnou prochézku na hyperkrychli dimenze n, s tim, Ze s pravdépodobnosti
1/2 nejdeme nikam. Ukazte, Ze po nln(n/e) krocich z libovolné konfigurace je distribuce e-
blizkd uniformni distribuci. (Pfipadné staci asymptoticky vysledek.)

Napovéda: Pouzijte coupling.

(3) Uvazujme problém hledéni 3-cestného fezu, tj. rozloZeni vrcholt grafu (V, E) na t¥i
disjunktni tFidy s cilem maximalizovat pocet hran, které nemaji oba vrcholy ve stejné tridé.
Dokazte, ze existuje tficestny fez, ktery obsahuje 2|F|/3 hran. Navrhnéte rychly paralelni
algoritmus, ktery takovy fez najde.

Bonus: Najdéte takovy deterministicky algoritmus.

(4) Mé&jme tplny bindrni strom hloubky 2n (tj. mé 4™ listdt). Vnitini vrcholy a kofen jsou
oznaceny stfidavé po vrstvach MIN a MAX. Listy ohodnotime 0 a 1. Strom vyhodnocujeme
prohledavanim do hloubky s tim, ze u kazdého vnitfniho vrcholu vyhodnotime nejprve na-
hodny podstrom, a pokud hodnota MIN/MAX neni uréena, vyhodnotime i druhy podstrom.
Dokazte, ze v priméru pouzijeme nejvyse 3" hodnot listti.

Napovéda: Uvazujte o dvou hladinach stromu najednou.



